Az a alapt szdmrendszer szdmjegyei:
(1) 0,1,2,...,a—1.

Ezek koziil csak azok johetnek tekintetbe, amelyek négyzete veliikk megegyez6 szamjegyre végzédik. Megmutatjuk, hogy
az ilyen jegyek mind meg is felelnek: az ilyenre végz6ds szamok minden hatvdnya ugyanarra a jegyre végzédik.
Legyen egy ilyen jegy b, vagyis a

(2) b —b=>bb-1)

kiilonbség 0-ra végzddik, oszthatd a-val. Masrészt a B szadm a-alapt szamrendszerbeli alakja végz&djék b-re, vagyis
B — b is oszthatd a-val. Azt akarjuk megmutatni, hogy ekkor minden k természetes szamra B¥ is b-re végzddik, azaz
B¥ — b is oszthat6 a-val. Hogy a masodik feltételt kihasznalhassuk, vonjunk le a kiilonbségbdl és adjunk is hozza b*-t:

BY —b=DB"—bt"+b" —b=(B-b)(B" '+ B" b +...+ B +bF )+
(0 —1) = (B=b)(B" '+ B" b+ ...+ BV T+ b0+
+b(b— 1" 2+ .+ b+ 1),

és ez a feltételek szerint valoban oszthatéd a-val.
Elegends tehat azokat a b szamjegyeket megkeresni, amelyekre a (2) alatti szam oszthatoé a-val. A bal oldal két
tényezGjének legnagyobb kozos osztdja a kiillonbségiiknek is osztdja, ez viszont 1, tehat b és b — 1 relativ primek
Legyen a és b legnagyobb kozos osztéja aq, az a, b — 1 szdmparé as. Ezek szintén relativ primek — hiszen (az
egységneél nagyobb) kozos osztojuk a b, b — 1 szdmparnak is k6zos osztdja lenne —, ezért az ajaq szorzat osztoja a-nak.
Forditva, a is osztOja ajas-nek, tehat

(3) ajas = a.
Valoban, legyen az a alapszam torzstényezGs felbontasa

(4) a=pi'py? ... ppk.

(22

Ennek minden pj* alaka osztoja (i = 1,2,...,k) a fentiek szerint vagy b-nek, vagy b — l-nek osztéja (de csak az
egyikiiknek); ezért az elsG esetben ai-nek osztoja a p;* hatvany, a masodikban as-nek, igy pedig mindenesetre osztdja
az ajag szorzatnak. i # j esetlen pi* és p?j relativ primek, ezért az ajas szorzat oszthaté a (4) jobb oldalan allo
szorzattal, vagyis a-val, amint allitottuk.

Ezen az uton minden megfelelg b szamjegyhez hozzarendeltiik az a szam egy (3) alaku felbontasat két tényezGs
szorzatra. Megmutatjuk, hogy minden, ilyen felbontashoz egyértelmiden tartozik egy b szamjegy.

Ehhez meg kell keresniink az a; szdmnak azt a
b=am
a-nal kisebb tobbszorosét, amelyre b — 1 oszthatd as-vel, azaz amelyet as-vel osztva a maradék 1 Osszuk a
(5) 0,1-a1, 2-a1, ..., (aa—1)-a1

szamokat as-vel. Nem lehet, hogy ennek soran kétszer ugyanazt a maradékot kapjuk, hiszen ilyen esetben ennek a két
tobbszorosnek, iai-nek és kiilonbsége, jai-nek, (i < j) kiilonbsége, (j — i)a; oszthat6 volna as-vel. Azonban a; és as
relativ primek, ezért a szorzat csak ugy lehetne ap-vel oszthato, ha (j — i) oszthaté volna as-vel. Amde 0 < i < j < ag,
igy 0 < j —i < ag, ezért j — i sem oszthato as-vel, tehat az (5) alatti szamok mondott osztasi maradékai mind
kiilonbozsk.

Az (5) alatt felsorolt tobbszorosok szama as. Masrészt az as-vel végzett osztas maradékai

(6) 0,1,2 ..., ap—1

szamok lehetnek, tehat a lehetséges maradékok szama is ag, igy az (5) szamok maradékai k6zott minden maradék
pontosan egyszer fordul els. Nevezetesen az 1 maradék is egyszer fordul el, tehat a valasztott (3) alaka felbontéshoz
valoban egyértelmien hozzatartozik egy (2) alakt szorzat.

Ezek szerint feladatunk megoldasainak a szama egyenld a (3) alaku felbontasok szamaval. Egy (3) alaka felbon-
tasban az a szdm minden torzstényezdje vagy a1, vagy pedig as osztoja. A felbontasokat tehat ugy kapjuk meg, hogy
a (4) alatti torzstényezGket két csoportba osztjuk. Ismeretes, hogy k kiilonbozs elemet 2*-féleképpen oszthatunk két
csoportba, feladatunk megoldasainak szdma tehét 2F ahol k az a szdm torzstényezsSinek a szama. (Ebben természete-
sen benne van a b = 0, és a b = 1 trivialis megoldas is; b = 0 az a3 = 1, a2 = a felbontasbdl, b = 1 pedig az a1 = aq,
as = 1 felbontasbol.)

Pl.a = 105 = 3-5-7 esetén k = 3, a felbontasok szama ok — 8, és a megfelels szamjegyek: b = 0, 1, 15, 21, 36, 70, 85, 91.
— Peldat lattunk az 1222. gyakorlatban idl.
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