I. megoldas. Megkisérliink egy a keriilettel Osszefiiggs tavolsagot feltiintetni az dbran. Legyen a keresett trapéz
ABCD (AB || CD), DAB< = a, ABC< = 8 az adott szogek és AC = e az adott atlo. Az EF kozépvonal hossza
(AB+CD)/2 és ez a G felezépontjaban metszi AC-t. Ha még felmeérjiik EF meghosszabbitasairaaz FH = AD/2 = EA
és 'J = BC/2 = FC szakaszokat, akkor a HJ szakasz hossza a keriilet fele (1. dbra).
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1. dbra

Az AC atlo felére tamaszkodo AHG és C'JG haromszogekben egy-egy szoget is ismeriink, ugyanis az AEH egyenls
szara haromszog F-nél levs kiilss szoge 180° — o nagysagu, igy AHG< = 90° — /2 hasonléan CJG = /2. Ezek
szerint H az AG feletti, 90° — /2 1at6sz6gl koriven van, J pedig a GC-hez tartozé 8/2 1atoszogt koriven. Mivel H
és J az AC egyenes ellenkezs partjan van, elég egy-egy latoszogkorivet megrajzolni az AC egyenes ellenkezé partjain.
Legyen a két koriv kézéppontja Oq, ill. O2. Ezek merdéleges vetiilete HJ-n egy HJ/2 = k/4 hosszusagu szakaszt hataroz
meg. O mer6leges vetiiletét az O2-bdl H J-re bocsatott merélegesen P-vel jelolve, ez az 0102 atmér6ji kéron van, és
O1 P hossza is k/4.

Ezek alapjan a kovetkezs szerkesztésre jutunk:

1. Egy e hosszusagi AC szakasznak megszerkesztjiikk a G felez6pontjat és AG, ill. GC {6lé az egyenes ellenkezs
oldalan egy 90° — /2, ill. egy /2 latoszogt, 41, ill. ia korivet; kozéppontjaik legyenek Oy, ill. Os.

2. Az 0102 atmérdji ko kort elmetssziik az O; koriili k/4 sugarta korrel. A metszéspontok legyenek (ha k/4 < 0102)
P és Pi. Ha 0104 = k/4, akkor Oy tekintends P-nek, ha O105 > k/4, akkor a feladatnak nincs megoldésa.

3. A G-n at O1P-vel (ill. O1P;-gyel) huzott parhuzamos messe még ki-et H-ban (ill. Hi-ben), ko-t J-ben (ill.
Ji-ben).

4. AH(AH,) és CJ (CJy) felez6 merdlegesének H.J-vel HiJi-gyel) valo metszéspontja legyen E, ill. F (Ey, ill.
F1). Ha az elobbi HG-re (H;G-re), az utébbi GJ-re (GJy-re) esik, akkor ezek az AD (ADy), ill. BC (B;C) oldalak
felez6 pontjai. Kiilénben a feladatnak ismét nincs megoldasa.

5. AE (AE,) a C-bol, CF (CFy) pedig az A-bol HJ-vel (HyJi-gyel) huzott parhuzamosbol kimetszi D-t, ill. B-t
(Dl—et, ill.Bl—et).

Az elemzés lépéseinek megforditasaval konnyen lathato, hogy a nyert trapéz megfelel a szerkesztés kivanalmainak.
Mint lattuk, a feladatnak 2, 1 vagy 0 megoldasa lehet.
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II. megoldas. Ha a + 8 = 180°, akkor paralelogrammaét kell szerkeszteniink, ami visszavezethets a kovetkezs
feladatra: szerkessziik meg a haromszoget, ha adott egy oldala, a méasik két oldal Gsszege és a koztiik levd szog; ennek
megoldésa elég ismert, itt nem foglalkozunk vele tovabb.

Ha o + 8 # 180°, akkor feltehetjiik, hogy o + 8 < 180°, mert a trapéz mindegyik szbge ismert, és az egyik alapon
levé két szogre ez az egyenlStlenség teljesiil.

Hagyjuk egyelére figyelmen kiviil az AC atlot. Megrajzolva néhany, a tobbi feltételeket kielégits trapézt ugy, hogy
AB és AD oldalegyenesiik kozos legyen: a C csiicsok egy egyenesen latszanak sorakozni. Ha ez a megfigyelés helyes,
akkor a szerkesztés konnyen elvégezhets, ezért elGszor megfigyelésiinket igazoljuk.

Rajzoljunk k keriileti AByCy haromszoget, amelyben CyABy<t = a és Co Bo A<t = . Legyen ABCD egy k keriileti
trapéz, melynek B és D cstcsa az ABy félegyenesen, ill. az ACy szakaszon van, és BC || BoCy. Jeloljiik ByCy és CD
metszéspontjat E-vel. Ekkor BC = ByE, s igy (2. abra)

ByB+CD =ByB+CE+ED =2CE+ ED =DCy+ CyE.



Eszerint ha a DC szakaszt meghosszabbitjuk C-n til a kétszeresére, a keletkezé DD’ szakasz a DEC, haromszog
keriiletével egyenls. Ha egy mésik, k keriiletd AB,C}D; trapézbol indulunk ki, a CoDD’ és a megfelels CyoD; D)
haromszog hasonlé lesz, mert D-nél, ill. Di-nél levs szogiik «, és az ezt kozrefogd oldalak aranya egyenls (megegyezik
pl. az AByCy haromszog ACy oldalanak és keriiletének az aranyaval).

2. dbra 3. dbra

Azt nyertiik, hogy azoknak a k keriiletd ABCD trapézoknak a C cstcsa, amelyek AB oldala az ABy félegyenesen
van és ezen fekvs szogeik a és 3, egy a Cop-bol induld egyenesszakaszon, a CoDD’ haromszog stlyvonala egyenesének
az ApBy egyenesig terjed6 CoF szakaszan van. Itt AF az ABoGy haromszog keriiletének fele, k/2. Meggondolasunk a
kovetkezd szerkesztésre vezet:

Szerkessziink olyan AB*C* haromszoget, amelynek A-nal és B*-nal levs szoge «, ill. 5, és mérjiik r& AB*-ra a
haromszog keriiletének felével egyenls AF™ szakaszt, tovabba a k/2 hossztsagt AF szakaszt (3. abra).

Az F-en at F*C*-gal parhuzamosan hazott félegyenest messiik az A koriili e sugara korivvel. Aszerint, hogy 2, 1
vagy 0 metszéspont (ill. az érintési pont) esik az AC*-gal valé Cy metszéspont és F kozti szakaszra, a feladatnak 2, 1,
0 (ill. 1) megoldasa van.

Az ABCD trapéz AC atlojanak hossza e, A-nal és B-nél levs szoge a és (3, azt kell még belatnunk, hogy keriilete
k. Messe a C-bsl D A-val hiizott parhuzamos AB-t A’-ben, ekkor A’BCA ~ AB*C*A és A/FCA ~ AF*C*A igy

A'F/A'C = AF*JAC* = (AB* + B*C* + C*A*)/2AC* =
=(A'B+BC +CA")/24'C.

Egy ilyen C metszéspontbol az AB*-gal huzott parhuzamos metszi ki AC*-bol D-t a B*C*-gal hizott parhuzamos
pedig AF-b6l B-t.
EE' = AA’ = CD, amibél adédik, hogy a trapéz keriilete k. A t6bbi tulajdonsag szerkesztés szerint teljesiil.
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Megjegyzések. 1. Egy megoldas van, ha e az AFF; haromszog A-bol huzott magassagéaval egyenls, vagy ha az AE
és AF koziil a kisebbiknél nem kisebb, de a nagyobbiknal kisebb; két megoldas van, ha a mondott magasséag és kisebbik
oldal kozé esik, kiilénben nincs megoldas. Ezek a tavolsagok kifejezhet6k «, 5 és k segitségével, azonban a szamolést
itt mell6zziik.

2. A C pontok mértani helyét konnyen megallapithatjuk koordinatdk segitségével.

Ie] Clx,y)

A(0,0) B(b,0)
4. dbra
Legyen az A pont az origoban, B a (b,0) pont, az AD, BC' oldalak meredeksége my, ma. A C pont (x,y) koordi-

nataira keresiink Gsszefiiggést. y a trapéz magassaga, masrészt mivel C a BC' egyenesen van,

y =ma(z —b), ahonnan b:x—i,
ma



és D koordinatai (y/m1,y). A trapéz keriilete
/ 1 / 1
ka—i—i—y 1+—2+x—i+y 1+ -— =
mao ma mq my
1 1 1 1
=24y J1+—+1+—5————|,
m7y ms mq mao

ami valoban egyenes egyenlete. Ennek az a szakasza ad trapézt, amelyre teljesiil, hogy 0 < y < myx. (Feltettiik, hogy
a, B, egyike sem derékszog.)




