I. megoldas. Kiséreljiink meg megtervezni egy kivant tulajdonsagt autébusz-halézatot. Készitsiink tablazatot
az autobuszvonalakroél, amelyeket kis betiikkel fogunk jeldlni és egymas ala irunk, és a megallokrél, amelyeket nagy
betiikkel jeloliink és a tablazat tetején tiintetiink fel egymas utan. Ha pl. az a jaratnak megalloja a A allomas, akkor
az a sordban az A alatti mez6be 1-est irunk, kiilonben semmit.

Az iires tablazat — hogy ti. nem kozlekedik autébusz a varosban —, valamint az egyetlenegy jarat, természetesen
kielégiti az I., II., IIL. feltételeket, ezeket mégis figyelmen kiviil hagyjuk, mivel a feladat a varos autobuszjaratairol,
tehéat tobbrél szol.

Ekkor kell lennie legalabb két jaratnak — jeloljiik a-val és b-vel —, ezeken egy kozos megallonak, A-nak, az elsén
még két megallonak, B-nek és C-nek, a masodikon két, az el6bbiektsl kiilonboz6 megallonak, D-nek és E-nek. Igy
tablazatunk kovetkezd részét kapjuk:

a
b

A B C D FE
1 1 1
1 1 1

Tablazatunk azonban kiegészitésre szorul, hiszen III. szerint kell lennie B-t D-vel és B-t E-vel 0sszek6t6 jaratnak,
és ahhoz, hogy II. teljesiiljon, ezek nem mehetnek a4t A-n, C-n, E-n, ill. A-n, C-n, D-n, és egymassal sem lehet kozos

megallojuk B-n kiviil. Igy ezen a ¢, ill. d vonalon van egy-egy ujabb F, ill. G megall6. Eddig nyert tablazatunk tehat:
A B C D E F (G

a 1 1 1

b 1 1 1

c 1 1 1

d 1 1 1

A TII. feltétel szerint kell lennie olyan jaratnak, mely az A és F' megallokat koti Ossze, jeloljik ezt e-vel. Akkor
B, C, D és E nem lehetnek megélldi e-nek, hiszen az ellenkezd esetben e-nek és a-nak, ill. e-nek és b-nek két kozos
megalloja lenne. Mivel e-nek és d-nek is kell, hogy kdzos megélldja legyen, igy e harmadik megalloja csak G lehet.

Hasonléan a fentiekhez, létezik olyan jarat, mely C-t és D-t koti Ossze, jeloljiik ezt f-fel. Mivel f-nek az a, b és ¢
mindegyikével kozos megalloja C és D egyike, tovabba sem C', sem D nem megall6ja d-nek, igy f harmadik megalloja
G.

Az eddig megadott jaratok kozott nincs olyan, mely C-t és E-t kotné 6ssze. Egy ilyen ¢ jaratnak C' vagy F kozos
megalldja az a, b, d jaratok barmelyikével, tovabba c-nek és g-nek is kell, hogy kozos megalldja legyen, igy F is a g
jarat vonalan fekszik. Egészitsiik ki tablazatunkat a fentiekkel.

A B C D E F G

a 1 1 1
b 1 I 1

c 1 1 1

d 1 1 1
e 1 1 1
f I 1 1
g 1 T 1

Konnyt latni, hogy tablazatunk a feladat feltételeit kielégité halézatot ir le. Tovabbi jarat nem létezhet, mert egy
ilyen h jarat — ha tovabbi H megall6 is létezik — kosse Gssze A-t és H-t. Konnyd latni, hogy h-nak nem megéalloja B,
C, D, E, F, G egyike sem. Viszont ekkor h-nak a ¢, d, f, g jaratok egyikével sincs koézo6s megalloja, tehat h és H
nem is létezhet. Igy tablazatunk a megéllok és jaratok megfelels bettizése mellett az egyetlen olyan autébuszhéalézatot
reprezentalja, melyben a jaratok szama egynél nagyobb. Igy azt nyertiik, hogy a varos autébuszjaratainak szama hét.

II. megoldas. Nézziik meg altaldnosabban, hogy hany jaratra van sziikség, ha az L. feltétel helyett azt kivanjuk
meg, hogy

L.* minden jaraton pontosan p megallé van, ahol p > 2, természetes szam.

Vizsgaljuk meg, hany megall6 és autobuszvonal lehet a varosban!

Jeloljiik az egyik megallohelyen athalado jaratok szamat k-val. Mivel innen a III. feltétel szerint minden tovabbi
megéallohelyre pontosan egy kozvetlen jarattal lehet eljutni, igy I*-bol nyerjiik, hogy az 6sszes megallohelyek szama k(p—
1)+ 1. Ez azt is jelenti, hogy a varos minden megallojaban ugyanannyi (éspedig pontosan k) jarat megy at. Jegyezziik
meg, hogy k = 0 esetén a feltételek teljesiilnek, mivel ekkor nincsenek jaratok, kévetkezésképpen megallohelyek sem
léteznek.

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy k > 1, s valasszunk ki egy tetszéleges jaratot. A II. feltétel szerint az Gsszes tobbi
jarat egy és csak egy pontban keresztezi ezt a jaratot. Igy, mivel a kivalasztott autobuszvonal minden megéllojan még
tovabbi k& — 1 jarat halad at, nyerjiik, hogy az Osszes jaratok szama p(k — 1) + 1.



Meghatarozhatjuk a jaratok szamat a kovetkezSképpen is. Alkossunk parokat a varos megallohelyeibdl. Ezt

k(p-1)+1]-k-(p—1)
2

plp—1)
. . - .. .. ..2 .
szerint minden part pontosan egy jarat kot Ossze, igy az Osszes jaratok szadma

[k(p—1) + 1Jk(p— 1)
p(p—1) '

-féleképpen tudjuk megtenni. Mivel minden jarathoz olyan par tartozik, amelyeket 6 0sszekot, s mivel III.

A kétféle meghatarozas alapjan felirhatjuk a

k(p—1)+1]-k

k—1)+1=
P( ) )

egyenletet. Ebb6l atrendezéssel:

(1) (P =1k =1k =p)=0.

Mivel p > 2, igy vagy k = 1, vagy k = p jarat megy at 1 — 1 megallon.

Nyilvanvalé, hogy a k = 0 és k = 1 trivilis esethez minden p esetén létezik halézat, mely kielégiti az I*, II. és III.
felteteleket. Mivel azonban feladatunkban (ahol p > 3), a varos autobuszjaratairol szolnak a feltételek, igy feltehetjiik,
hogy legaldbb két jarat van, s igy a fentiek szerint egyetlen megoldés lehetséges, mégpedig az, hogy 7 jarat van a
varosban.

Megmutatjuk, hogy ilyen halézat konstrualhato is. Jeloljik a megéllokat rendre A, B, C, D, E, F, G betiikkel, és
jellemezziik a jaratokat azzal a hdrom megélléval, melyeken dthaladnak:

az 1. szdmu jarat az A, B, C,
a 2. szamu jarat a C, D, E,
a 3. szdmu jarat az E, F, A,
a 4. szamu jarat az A, G, D,
az 5. szdmda jarat a C, G, F,
a 6. szdmu jarat az G, B,

F, B

E,
a 7. szamu jarat a D, megallokon halad at.

£

Szemléletesen mutatja ilyen halozat 1étezését az abra, ahol az 1., 2. és 3. jarat egy egyenld oldali haromszog harom
oldala, a 4., 5. és 6. jarat a harom sulyvonal, s a 7. jarat a beirt kor (lehet ennek 2/3 része is).

Varadi Jozsef (Budapest, Sagvari E. Gyak. Gimn.)

Megjegyzés. (1) azt jelenti, hogy amennyiben van autébuszjarat a varosban, akkor csak egy vagy p? — p+ 1 jarat
lehet. Ebb6l azonban nem koévetkezik, hogy minden p természetes szam esetén létezik is olyan halézat, melyben k = p.



