Indirekt Gton bizonyitunk, feltételezve, hogy nem létezik megfelel§ szamharmas. Legyen a harom felhasznalt szin a
kék, a piros és a sarga. Nyilvan feltehets, hogy az 1 kék. Ha van két egymast kdvets elem, amelyek szine piros és sarga
(vagy sarga és piros), akkor készen vagyunk, mert a kisebbikhez a kék 1-et hozzdadva a nagyobbikat kapjuk, ami épp
egy, a feltételeket teljesité megoldas.

A tovabbiakban sorozatnak azonos szint, egymas utan kovetkezs elemeket neveziink. Két sorozat koziil az a ki-
sebbik, amelyiknek els6 (legkisebb) tagja kisebb. (Lathato, hogy ez a definici6 egyértelmi.) Egy sorozat hossz egyenld
tagjai szamaval.

Tekintsiik most a piros és sérga sorozatok koziil a leghosszabbakat, legyen ezek hossza k. Vegyiik most a legkisebb
k hosszu sorozatot. Feltehets, hogy ez éppen piros. Elemei legyenek:

ar,a1+1,a1+2,...,a1 +k—1=ay.

Tetszoleges sarga elemet kivalasztva, az vagy kisebb, mint a1, vagy nagyobb, mint ay (hiszen a koézbenss elemek
pirosak). Ezért, ha képezziik e sarga értéknek és piros sorozatunk tagjainak kiilonbségeit, akkor & darab egymast kovetd
és a halmazunkba tartozo pozitiv egészhez jutunk. Ezen szamok egyike sem lehet kék, indirekt feltevésiink miatt. Ha
van koztiik sarga is és piros is, akkor kell, hogy legyen két egymast kovets elem, amelyek egyike sarga, masika piros,
amely a korabbiak szerint ellentmondana indirekt feltevésiinknek.

Tehat az eredményiil kapott k£ darab szam egy sarga vagy egy piros sorozatot alkot. Innen kovetkezik, hogy nincs
a1-nél kisebb sarga elem. Ha ugyanis b < a1 sarga volna, akkor az

ap—b,ar—b+1,...,a1 —b+k—1=ar—0>
szamok k hosszu sorozatot alkotnanak, ami tekintve, hogy a1 — b < a1, ellentmond az (aq,. .., ai) sorozat minima-
litasanak.
Az sem igaz, hogy van kéttagu sarga sorozat. Legyen ugyanis a b és b + 1 szamok szine sarga. Ekkor mivel b > aq,

b—a,b—a1+a,....b—a1+k—-1,(b+1)—a1 +k—1
szamok mindegyike piros vagy sarga kell legyen (a fentiekhez hasonloan), tehat k + 1 elemd piros vagy séarga
sorozatot kapndnk, ami ellentmond k& maximalitasanak.
Jeloljiik a sarga elemeket by < by < --- < bs-sel, ahol s > %
Tegyiik fel, hogy k > 1. Tekintsiik az alabbi szdmokat:

b1 —ay,by — (a1 +1),...,b1 — ax,
b2—(1,1,b2—(a1+1),...,b2—a,k,

bs —a1,bs — (a1 +1),...,bs — a,

Minden sorban egy-egy k tagu piros vagy sarga sorozat all, s mivel k > 2, kovetkezik, hogy minden elem piros. Ezen
kiviil a felirt k- s darab elem koziil barmely kettd kiilonb6zd, hiszen most maximalis hosszisagu piros sorozatokrol van

sz6. Van tehat legalabb ks darab piros, s darab sarga és p (> g) darab kék elemiink. Eszerint

n>k~s+s+p>u+z+z>2—n+ﬁzn,
- 4 4 47 4 2
ami ellentmondas. Itt persze felhasznaltuk, hogy k > 2. A k = 1 esetben vizsgéljuk az Gsszes piros és sarga elemet, 1-
gyel megel6z6 tagokat. Ezek szine csak kék lehet, mert ellenkez& esetben vagy kéttaga sorozatot, vagy egymas melletti

piros és sarga elemeket kapunk. Mivel az 1 kék, az Osszes ilyen elem valoban benne van a kérdéses halmazban (az
1 —1 = 0 eset okozhatott volna gondot). Ez tehat t6bb mint g + g darab kék elem. Ezen kiviil van tobb mint g piros

n
és tObb mint — sarga elem. Ez Osszesen megint tobb, mint n.

Az ellentmondasbol kovetkezik a bizonyitandé allités.
A .legalabb” feltétel esetén elképzelhets olyan szinezés, ahol nincs megfelels szamharmas, de csak ha 4 | n. Ekkor

n
szinezziik a paratlan szdmokat kékre, a parosakat pedig pirosra és sargara ugy, hogy mindkét szinbél pontosan — darab

legyen. Mivel pdros + pdros = pdros és pdros + pdratlan = pdratlan, azért ilyenkor nem kaphatunk kiilonb6z6 szint
megoldast.
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