TetszSleges M és N pozitiv egészekbdl 4116 halmaz esetén jelolje M + N az

MUNU{m+n:meM,neN}

halmazt, és definidljuk sorra az Ay, A1, ... halmazokat az

Ag=A
Aig1 = A+ A; (1=0,1,...)

rekurzioval. Nyilvanvalo, hogy A; mindazokat a pozitiv egészeket tartalmazza, amelyek legfeljebb 2 darab.A-beli
elem Gsszegeként elGallnak (egytagi Osszegen magat a tagot értjiik). Ha a feladatbeli feltétel teljesiil, akkor azt mondjuk,
hogy A a-stirt. Ezzel a szohasznélattal és eddigi jeloléseinkkel élve a feladat annak a bizonyitasa, hogy alkalmas i-re
A; méar 1-strd.

1. Lemma. Ha M és N pozitiv egészekbol 4116 halmaz, tovabba M pu-siird és N v-stird (u, v > 0), akkor M + N
(1 + v — pw)-sird.

Bizonyitas. Vezessiik be minden pozitiv egész = esetén az

M(z) =|Mn{1,2,...,2}| és  N(z)=Nn{L2,...,z}|

jeloléseket, akkor nyilvan M (x) > px és N(x) > va a feltétel szerint. Ha p = 0 vagy v = 0, akkor semmitmondé
az allitas. Tegyiik fel ezért, hogy u,v > 0, ekkor M (1) > pu > 0 és N(1) > v > 0, azaz 1 eleme M-nek és N -nek.
Most tehat tetsz6leges pozitiv egész = esetén az M + N halmazhoz tartoznak az alabbi kilénbozdé {1,2,...,z}-be es6
szamok:

1) Az M-bél valasztott 1 =my < mg < --- < Mmpy(y) egészek; ezek szama M (x).

2) Minden 1 < ¢ < M(z) esetén az m; + n alaku egészek, ahol n € N és 0 < n < myy1 — my; ezek szama
N(mi+1 —m; — 1)

3) Az mp(y) + n alaki egészek, ahol n € N és 0 < n < — mpy(y); ezek szama N(z — mpy(a)).-

Mindezek alapjan

(M+N)N{1,2,...,2} >

>M(x)+ N(me—mi—1)+ N(ms —mao—1)+...
o+ N(mar@) — Mare)—1 — 1) + N(x — mpr@)) >

>M(x)+vime—mp—1)+v(ims—me—1)+...

o v(Ma(e) — Marz)—1 — 1) + V(T — mage)) >
>M@)+vie— M) =ve+(1—-—v)M(zx) >ve+ (1 —v)px = (p+v — pv)z,

és ezt kellett igazolnunk.

2. Lemma. Ha M és N pozitiv egészekbdl 4ll6 halmaz, tovaba M p-stiri és N v-stird (u, v > 0), ahol p+v > 1,
akkor M + A 1-siiri.

Bizonyitas. Hasznaljuk az el6z6 lemma bizonyitésénak jeldléseit. Ha p = 0, akkor v = 1, vagyis méar N is 1-stirt.
Legyen ezért p > 0, és x tetsz6leges pozitiv egész. Azt kell megmutatnunk, hogy x € M +N. Ha z € M, akkor készen
vagyunk. Egyébként pedig x > 1 és

M(x—1)=M(z) > px > pu(z—1) és N(z—-1)>v(x—1).

Ezek szerint az {1,2,...,z — 1} halmazba t6bb, mint u(x — 1) darab M-beli, és legalabb v(x — 1) darab N-beli
szam esik. Mivel p(z — 1) +v(z —1) > = — 1, azért a skatulyaelvet hasznélva az x —n (n € N, n <z —1) alakt szamok
egyike megegyezik egy M-beli m szdmmal. Ez viszont éppen azt jelenti, hogy = m + n alaka, ahol m € M ésn € N.

Ezzel a feladat allitasat belattuk.

Megjegyzés. A bizonyitds csekély modositdsaval az is igazolhatd, hogy minden pozitiv egész szam el6all legfeljebb
C darab A-beli elem sszegeként, ha
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