Huzzuk meg az Osszes, a sokszog valamely cstiicsdn athalado és a teriiletet felezd szakaszt. Nyilvanvalo, hogy
koziiliikk barmely kett6 metszi egymaés a sokszog belsejében. Ellenkezs esetben ugyanis az altaluk és a sokszog hatara
altal kozrefogott sikidom teriilete nulla kell hogy legyen (hiszen teriiletfelezkrol van sz06).

Két ilyen teriiletfelezs szakaszt akkor neveziink szomszédosnak, ha megfelel§ végpontjaik szomszédosak a sokszog
kertiletén.

1. dbra 2. dbra

Legyenek ilyenek pl. az A; Ay és By Bs szakaszok (az 1. dbra szerint). Ez nyilvan azt is jelenti, hogy A; és By (illetve Ag
és Bs) kozott a sokszognek nincs csticsa—éppen a szomszédossag miatt. Ha az A; Ao és By By szakaszok metszéspontja
P, az A1 PBy szog pedig «, akkor belatjuk, hogy

1 .
Ta,p, + Ta,pp, < 7 Sine

Vegyiik észre elGszor, hogy Ta, pp, = Ta,PB,, €z az A1 As és By B3 szakaszok teriiletfelezd tulajdonsidgabol kovetkezik,
amint ezt az dbra szemlélteti:
T T

TAlBIP = 5 =Ty, TAngP = 5 =T és T, =Ty

Ezek szerint
AP -PBq-sina  AsP-PB;-sina

2 2

Innen A1 P - PBy = A3P - PBs. A feladat feltétele szerint A1 P + PAy < 1 és hasonldéan B1P + PBy < 1. Mivel itt
pozitiv(nemnegativ) értékekrol van szo, hasznalhatjuk a szamtani és mértani kozepek kozti egyenlétlenséget:

A1P-PAy < i és B1P-PBy; < %
Osszeszorzés és rendezés utan:
1_16 > (AP - PBy)(AsP - PBy) = (AP - PB)?,
azaz .
1 > A1P-PB.

Innen pedig
1 1
(].) TA1PBl + TA2P32 = 5 sin « [Alp -PBy + AP - PBQ] < Z sin a.

Ezutdn megmutatjuk, hogy az oly moédon definiadlt haromszogek, mint az Ay PBy és A3 PBs, lefedik az egész
sokszoget. Legyen a sokszog egyik bels6 pontja @ (2.dbra). Vizsgaljuk el6szor azt, hogy @ az A;As teriiletfelezs
melyik oldalan van. Majd ezen az oldalon maradva induljunk tovabb A;-b&l a sokszog keriiletén, amig egy tjabb
teriiletfelezs szakasz egyik végpontjahoz nem ériink. Most is abba az iranyba menjiink tovabb, amelyik oldalra @ esik.
Lathato, hogy igy @ beszorithaté két szomszédos teriiletfelezs ,kozé”, tehat valoban lefedi valamelyik kivant alakt
haromszog.

Becsiiljiik most az (1) segitségével az ilyen haromszogek tertiletének Osszegét:

1, . . .
(2) Tsokszog = Z Tharomszogek = Z(Sm o1 +sinag + -+ +sinay).

Fontos észrevétel, hogy a; +as+- - -+, = w (hiszen ez ugy is felfoghato, hogy az A1 As egyenest a1, majd aq, ..., ay,
szogekkel forgatom el, s végiil az Ag A;-hez jutok.)
Mivel a szinuszfiiggvény a [0, 7] intervallumon konkév, hasznalhatjuk a Jensen-egyenlétlenséget:

=sin— < —.
n o n

sina1+sina2+---+sinan< . (al—l—---—i—an) T om
<sin| ——mM=

n n

Az utols6 lépésnél kihasznaltuk a pozitiv z-ekre (és a T ilyen) teljesiils, ismert sinz < x egyenl6tlenséget. Innen:
n

1, . .
Z(smal +--Fsina,) <

NE

Ez pedig (2)-vel Gsszevetve épp a bizonyitandé allitast adja.
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