Jelolje f(x) az 2® — 322 + 1 polinomot, ekkor f(2/3) < 0 < £(0), és Bolzano tétele alapjan f-nek van egy as gyoke
a (0;2/3) intervallumban. Nyilvan f(z) — f(—z) = 22°, vagyis f(—az) < 0 < f(0), tehat ismét Bolzano tétele miatt
f-nek van egy a; gyoke a (—asz;0) intervallumban. Végezetiil f(2) < 0 < f(3), és Bolzano tétele alapjan f-nek van
egy asz gyoke a (2;3) intervallumban. Igy azt kaptuk, hogy f-nek harom valés gydke van: a; < az < as, tehat a = as.
Jeloljiikk Sy,-nel a gyokok n-edik hatvanyGsszegét (n nemnegativ egész), azaz

Sp =al +ay + aj.
Nyilvan sp = 3. A harmadfokt polinomokra vonatkozé Viéta-formuldk szerint
a1 +as + a3 =3 és ajas + asas + aga; =0,

ezek alapjan konnyen kapjuk, hogy s; = 3, és so = 9. Tetsz6leges n > 3 egész mellett érvényes az S, = Za? =

Z a?_‘n’a;?’ = Za?_?’ (3af — 1) =
= 2306?71 - 04?73 = 3Sn,1 — Spn—3

Osszefiiggés, amibdl azonnal kovetkezik, hogy az s,,-ek mind egészek. Tudjuk, hogy |a1| < |ae| < 2/3, a1 < 0 < ag,
vagyis minden n > 2 egészre

a <sp<a"+2-(2/3)" <a” 41, azaz
sp— 1 <a™ < sy, illetve
[@"] =s, — 1, hiszen s,, egész.

Mindezek alapjan a bizonyitandé Osszefiiggés egyenértékd a
(1) $1993 = 5(H10d 17)

allitassal. (1) szerint sg 1,2-b6l kiindulva sorra meghatarozhatjuk az s,(modl17) maradékait. Kis szamolassal kapjuk,
hogy

s3=T,84=1,55 = —6,56 = —8,57 = —8,s58 = —1,
59 =5,510=6,511 = 2,512 =1,513 = —3,514 = 6,
515 = 0,816 = 3,517 = 3,515 =9 (mod 17)

Az utolsé harom kongruenciat méasképpen irva
516 = S0, S17 = 51, S18 = S92, (mod 17)

Osszefiiggést, ami azt jelenti, hogy s, (mod 17) maradéka n (mod 16) maradékatol fiigg. Mivel 1993 = 9 (mod 16),
azért
51993 = S9 = 5(mod 17),

tehat (2)-t belattuk.



