Egy raciondlis szam tizedestort alakjarol tudjuk, hogy periodikus, azaz valahonnan (nem feltétleniil az elejétol)
kezdve egy (esetleg csupa nullabol 4l16) szamjegysorozat ismétlgdésebdl all. Az f-re vonatkozo pozitivitasi feltétel miatt
itt nem lehetséges, hogy a tort csupa nullara végzédjék. Igy a megoldashoz elég azt megmutatni, hogy tetszélegesen
hosszi, egymas utani nullakbol 4ll6 sorozat van benne, hiszen ekkor az ismétl§ds sorozat csak azonosan nulla lehetne,
amit viszont épp az el6bb zartunk ki.

Bizonyitasunk a kovetkez$ észrevételen alapul: ha feltételeink teljesiilnek, akkor csak véges sok olyan z pozitiv
szam létezik, amelyre f(x) < f(1) igaz.

Ellenkezd esetben ugyanis az f(x) polinom végtelen sokszor venne fel 1 és f(1) kozti egész értéket, ami azt jelentené,
hogy valamelyik 1 < a < f(1) egész értéket magat is végtelen sokszor venné fol. Azaz az f(x) — a = 0 egyenletnek
végtelen sok megoldasa lenne, tehéat f(z) — « azonosan nulla volna; am ez ellentmond annak, hogy f legalabb elséfoku.
Eszrevételiinkb6l kovetkezik, hogy létezik olyan Ny érték, hogy ha x egész és > Ny, akkor f(z) > f(1). Vélasszuk a
d egész szamot ugy, hogy 10¢ > Ny teljesiiljon.

Legyen f(xz) = anz™ + -+ ao; s irjunk x helyébe (z — 1) + 1-et, bontsuk ol a zardjeleket, majd rendezziik (x — 1)
hatvanyai szerint:

f@)=apz"+ - +ag=an(z—1+1)"4+---+a9 =
=a, (z—1"+n@-D""+ +1) +ap1 (z-1D""+...)+ - +a=
Lathato, hogy f(1) = bg > 0. Valasszuk c-t ugy, hogy 10° > by, legyen tovabba m > d szintén egész. Ekkor
F0™F £1) = b, - 10FI™ 4o p by 10™FC 4 £(1).

Mivel 10™%¢ +1 > 10% > Ny, azért f(10™7¢ +1) > f(1), azaz
0< b, 1000 e by 107 = 1074 (b, - 1007 )
A zéarojelben allo Gsszeget B-vel jelolve tehat
f0™He+1) =10m - B+ f(1),
sitt f(1) < 10°, ezért a tizes szamrendzserben felirva f(10™¢ + 1) a kovetkezs alakii:

B 00...0 ...f(1),

legalabb m .
darab nulla 'c8felicbb
c jegy

vagyis tartalmaz legalabb m darab egymaéas utani nullat. Mivel az m tetszGlegesen nagy lehet, igy az y szam tizedes
tort alakja nem periédikus, tehat sziikségképpen irracionélis.
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