
I. megoldás. A Heron-féle területképlet szerint

(1) T 2 =
1

16
(a+ b + c)(a+ b− c)(a− b+ c)(−a+ b+ c).

Most tekintsük a következ® egyenl®tlenségeket:

(2)

(a− b+ c)(a+ b − c) = a2 − (b− c)
2
≤ a2,

(−a+ b+ c)(a+ b − c) = b2 − (a− c)
2
≤ b2,

(−a+ b+ c)(a− b + c) = c2 − (a− b)
2
≤ c2.

Ezeket összeszorozva kapjuk, hogy

(a+ b− c)
2
(a− b+ c)

2
(−a+ b+ c)

2
≤ a2b2c2,

tehát

(a+ b− c)(a− b+ c)(−a+ b+ c) ≤ abc,

ebb®l az (1) felhasználásával éppen a bizonyítandó adódik.

A feladatban pontosan akkor áll fenn egyenl®ség, amikor a (2)-ben egyenl®ségek állnak, tehát ha a = b = c, vagyis

a háromszög szabályos.

II. megoldás. Jelöljük a háromszög körülírt és beírt körének a sugarát R-rel, illetve r-rel. Ismert, hogy abc = 4RT

és a+ b+ c = 2s =
2T

r
.

Ezek felhasználásával a jobb oldal így alakul:

abc(a+ b + c)

16
=

4RT ·
2T

r

16
=

1

2
T 2

·
R

r
.

Tehát a feladat az

1

2
T 2

·
R

r
≥ T 2,

azaz az R ≥ 2r egyenl®tlenséggel ekvivalens, ami sugáregyenl®tlenség néven ismert. (Bizonyítása megtalálható Reiman

István: Geometria és határterületei . könyv 227. oldalán.)
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