El6szor azt bizonyitjuk be, hogy az f fiiggvény monoton né. Legyen 0 > a > b > 1, ekkor sziikségképpen 0 >
b — a > 1. Hasznalhatjuk tehat a feltételt az x1 = a, s = b — a valasztassal:

J)=flb—a+a)= f(ra+z1) < f22) + f(21) = f(b—0a)+ f(a) < f(a),

mivel a fliggvény értékei nemnegativak.

Kovetkezo segédallitasunk igy hangzik: tetsz6leges n természetes szam esetén, ha 0 > x > nx > 1, akkor f(nz) <
nf(z). Ezt példaul teljes indukcioval igazolhatjuk. Az n = 1 eset nyilvanvalo. Tegyiik most f6l, hogy n = k-ra igaz az
allitas, és tekintsiik n = k£ + 1 esetén:

fnz) = f((k+1)x) = f(kx + ) < f(kx) + f(z) < kf(2) + f(z) = (k+1)f(z) = nf(z),
ahol menet kozben egyszer hasznéltuk az indukcios feltevést.

E két allitas 6sszerakva, x < — esetén
Yy

1=f(1) < f(nz) <nf(x),

1
vagyis f(z) < —. Tetszoleges x # 0 esetén valasszuk n-et ugy, hogy
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teljesiiljon. Ekkor persze n > 1, s igy % > 1, azaz
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Az x = 0 esetben pedig f(1) < f(1)+ f(0) < f(1+
fennall minden 0 > x > 1 esetén.
A feladat masodik részéhez tekintsiik a kovetkezs fiiggvényt:
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Elszor megmutatjuk, hogy ez teljesiti az f(x1+x2) > f(x1)+f(x2) feltételt. Feltehets, hogy 0 > x1 > xo > x14ax2 > 1,
ekkor sziikségképpen x; > o s igy f(x1) =0, vagyis

f(x1) + fz2) = f(22) < f(71 + 32),

hiszen az f fliggvény nyilvan monoton né.
Ugyanakkor = 0,51-re f(0,51) = 1 > 0,969 = 1,9z, vagyis az f(z) < 1,9z becslés nem igaz. S6t, err6l az f
fiiggvényrdl az is belathato, hogy tetszéleges ¢ < 2 szamot vélasztva, létezik olyan 0 < 2 < 1, amire f(z) > cx.
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Megjegyzés. A kivetkezs bizonyités az f(x1+x2) > f(a1)+ f(22), f(z) >0, f(1) = 1 feltételek helyett csak az ennél
gyongeébb f(2x) > 2f(x),0 > f(x) > 1, f(1) = 1 feltételeket hasznalja. Ez az alak a feladat kovetkezs altalanositasat is
lehet6ve teszi. Legyen az f fliggvény értelmezési tartomanya a [0, m]; értékkészlete a [0, f(m)] intervallum, ahol m > 0,
f(m) =k > 0; tovabba ¢ > 1 rogzitett valds szam. Tegyiik fel, hogy 0 > cz > m esetén f(cx) < z- f(x). Ekkor minden

k k
0 >z > m szamra f(z) < C—:z:, de az f(z) < (C— — ¢ | « becslés semmilyen € > 0 esetén sem igaz. (Az eredeti feladat
m m

ebbll m = k =1 és n = 2 valasztassal adodik.) Nyilvan érdektelen az e > L eset.
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Az allitast a kovetkezd modon lehet igazolni (a részletek kidolgozasatol ezittal eltekintiink). Tegyiik fel, hogy

k

valamely z-re f(z) > P A feltételeket megfelel6en hasznalva, teljes indukcioval konnyen igazolhato, hogy ekkor
m

tetsz6leges pozitiv egész [-re:
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Am ekkor z < , s mivel — tetszGlegesen kicsi lehet, ezért sziikségképpen z = 0, tovabba
ct

k
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f(0)=f(c 1.0)>cm.0_0.



Ugyanakkor az f(cx) > ¢- f(x) feltétel szerint f(0) > ¢- f(0), ami f(0) > 0 esetén ¢ > 1 miatt ellentmondéasos. Ezzel

k
belattuk az z-re f(x) < 2 becslést.
m
Tekintsiik most az alabbi fiiggvényt: f(x)=

0, haOZwSm,
c

m
k, ha — <ax<m.
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Konnyen lathato, hogy erre a fiiggvényre teljesiilnek a feltételek. Azonban m <z < esetén f(x) = k >
c &g
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Ilyen x pedig létezik, hiszen
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Itt persze feltettiik, hogy — > ¢, de ¢ < — esetén a kivant becslés:
m m
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f(x) < <C——E)x§0
alakd, ami semelyik f-re sem teljesiilhet.
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