
Mindenekel®tt �gyeljünk fel arra, hogy x és y szerepe fel
serélhet®. Ez nyilvánvaló a második egyeneletnél, az

els®ben viszont el van rejtve: x+ y közé bejött egy tört, amelynek értéke x-et és y-t fel
serélve nem változik. Ebb®l a

felismerésb®l támadhat az az ötletünk, hogy vezessük be az u = (x−y)2 jelölést. Induljunk ki az (x+y)2 = (x−y)2+4xy
azonosságból, és a 2. egyenletb®l xy értékét helyettesítsük be, ekkor az

(x + y)2 = u+ 80

egyenletet kapjuk. Az egyenletrendszer els® egyenletéb®l:

(x + y)2 =

(

1

u
− 10

)2

.

A két kifejezést egybevetve

(*) u+ 80 =

(

1

u
− 10

)2

.

Rendezve az egyenletet kapjuk, hogy

u
3 − 20u2 + 20u− 1 = 0.

Ez az egyenlet ún. re
iprok-egyenlet, tehát ha egy u megoldása, akkor az

1

u
is megoldása.

Az ismert u
3 − 1 = (u− 1)(u2 + u+ 1) azonosság alapján könny¶ a fenti egyenletet szorzattá alakítani:

(u− 1)(u2 − 19u+ 1) = 0.

Az egyenlet megoldásai: u1 = 1, u2 =
19 +

√
357

2
≈ 18,9472, u3 =

19−
√
357

2
≈ 0,0528.

Az el®bbiek miatt a kapott másodfokú egyenlet is re
iprok-egyenlet lesz, tehát nem véletlen, hogy megoldásai

egymás re
iprokai.

Az x =
x+ y + x− y

2
, illetve y =

x+ y − (x − y)

2
azonosságokba helyettesítve az (x − y)2 = u, x + y =

1

u
− 10

összefüggéseket azt kapjuk, hogy

x =
1

u
− 10±

√
u

2
, y =

1

u
− 10∓

√
u

2
.

Mivel u mindhárom értéke pozitív, ezek mindegyikét helyettesítve az így kapott (összesen 6) számpárra mindkét

egyenlet fennáll. Tekintsünk ugyanis közülük egy tetsz®leges (x, y) párt, erre x + y =
1

u
− 10, (x − y)2 = u, az els®

egyenletbe helyettesítve

x−
1

(x− y)2
+ y =

1

u
− 10−

1

u
= −10.

Másrészt

xy =
(x + y)2 − (x− y)2

4
=

( 1
u
− 10)2 − u

4
=

1

u
2 + 100− 20

u
− u

4
.

Az u által kielégített (*) egyenletb®l kiolvasható, hogy

1

u2
+ 100−

20

u
− u = 80,

azaz valóban xy = 20.
Kiszámítva tehát a következ® megoldásai vannak az egyeneletrendszernek:

x1 = −4 y1 = −5 x3 ≈ −2, 7972 y3 ≈ −7, 15 x5 ≈ 4, 5884 y5 ≈ 4, 3588
x2 = −5 y2 = −4 x4 ≈ −7, 15 y4 ≈ −2, 7972 x6 ≈ 4, 3588 y6 ≈ 4, 5884.
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