A bizonyitast tobbféle modon is végezhetjiik. Kiszamolhatjuk f(f(f(z))) — z-et,majd az igy kapott nyolcadfoku
egyenletet megoldjuk (kénnyen felirhatjuk elsé és harmadfoka tényezSk szorzataként). Az is elegendd, ha mutatunk
csatlakoz6 intervallumokat, ahol a fliggvény elGjelet valt. Most egy egyszertibb, de legaldbbis kevésbé szamolds megol-
dast mutatunk.

Ha |z| = 2 + o, ahol a > 0, akkor f(z) = 24+ a)’ =2 =2+4+a+ (3a+a?) > 2+ a = |z|, azaz |z| > 2 esetén
flx) >z, sigy f(f(f(z)) > f(f(x)) > f(xz) > z. Elegendd tehat a [—2; 2] intervallumot vizsgalni.
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Felrajzolva f grafikonjat lathato, hogy a [—2;0], illetve a [0; 2] intervallumban f felveszi a [—2; 2] zart intervallum
minden értékét, méghozza mindegyiket pontosan egyszer. Ezutan ugyanigy a [—2;0] és a [0;2] is 2-2 részre oszthato,
amelyeken f(f(z)) veszi fel egyszeresen a [—2;2]| intervallum szamait (az egyes részintervallumok: [—2;v/2], [=v/2; 0],
[0; V2], [V/2;2], bar a konkrét értékekre nincs is sziikségiink), majd ezek mindegyike tovabbi két részre oszthato, ahol
F(f(f(x))) viselkedik ugyanigy. Ez az Osszesen nyolc intervallum lefedi az egész [—2; 2] intervallumot. Felrajzolhatjuk
F(f(f(x))) sematikus grafikonjat.

A nyolc intervallum mindegyikében pontosan egy megoldasa van az © = f(f(f(x))) egyenletnek, és azok, az
utolsot kivéve, az intervallumok belsejében talalhatok, igy nem eshetnek egybe. Tehéat kaptunk nyolc kiilonbozé valos
megoldést, és tobb megoldas nincs, mivel az egyenlet nyolcadfoku.



