Megmutatjuk, hogy az egyenlet egyetlen, egészekbdl allé6 megoldasa © = y = z = 0. Tételezziik fel, hogy =, vy, 2
egy ettdl kiilonboz6 megoldas. Jeldlje x, vy, z legnagyobb kozos osztéjat d; az egyenlet mindkét oldalat d>-tel osztva
kapjuk, hogy van olyan z1, y1, 21 megoldas is, amelyre az x1,Y1, 21 szdmoknak mar nincs 1- nel nagyobb kozos osztdja.

Irjuk az egyenléséget 3(x% + y?) = 7 + 27 alakba. A bal oldal 3-nak tobbszorose, igy xl + zl is oszthato 3-mal.
Négyzetszamot 3-mal maradékosan osztva 0-t vagy 1-et kaphatunk csak maradékul. Ezért :El + zl csak akkor oszthato
3-mal, ha x; és z; egyarant oszthatd 3-mal; ekkor :Ef + zf oszthatd 9-cel, tehat :Ef + y% is oszthato 3-mal. Ez ismét
csak ugy lehetséges, ha =1 és y; is oszthaté 3-mal, ami ellentmondés, hiszen x;-nek, y;-nek és z;-nek a 3 nem lehet
kozos osztodja.

Megjegyzés. Hasonléan igazolhatjuk, hogy barmely 4k — 1 alak p primszammal a (p — 1)2% + py? = 2? egyenletnek
x =y = z = 0-n kiviil nem létezik mas egész megoldasa. Ehhez az el6bbiek mintijara elegendd belatnunk, hogy két
négyzetszam Osszege csak akkor oszthato p-vel, ha a szamok kiilon-kiilon p-vel oszthatok. Allitasunkkal ellentétben
tegyiik f6l, hogy valamely a és b egészekre p|a2 + b? teljesiil, de valamelyikiik nem oszthat6 p-vel. Ekkor nyilvan a és
b egyike sem oszthat6 p-vel. Fermat (kis) tétele miatt aP~* és b1 1-et ad maradékul p-vel osztva, ezért (a?)P~1/2 4

(bz)(”_l)/ 2 = a?7 14?1 a p-vel valo maradékos osztasnal 2-t ad maradékul. A p-re tett feltevés szerint L paratlan,

ezért (a?)P~V/2 4 (%) P=D/2 ogzthato (a® + b?)-tel, tehat p-vel is. Ellentmondashoz jutottunk, hiszen p nem lehet
osztdja a 2-nek.



