Megoldas. Valasszuk a négyzet oldalat 2 egységnyinek és legyen F' az AB oldal felez6pontja, P és F' tavolsagat
pedig jeloljiik z-szel. Elegendd azt az esetet vizsgalnunk, amikor PC' = PD, vagyis amikor P az F-t6l indul6, A-t
tartalmazo félegyenesen mozog, mert ha P’ az F-t6l induld, B -t tartalmazo félegyenes tetszéleges pontja, akkor P’ F-
re vonatkozd P tiikorképe az A-t tartalmazoé félegyenesen mozog, és a szimmetria miatt a B-t tartalmazo félegyenesre
vonatkozd korlatok éppen az A-t tartalmazo félegyenesre vonatkozo korlatok reciprokai.
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1. dbra

A PBC és a PAD haromszogek derékszogiek, BC = AD =2, PB =14z és PA =1—z vagy = — 1, attol
fiiggden, hogy P az FA szakaszon van, vagy nem. Pitagorasz tétele szerint PC' = /PB2 + BC? = /(1 + )% + 4 és
PD =+\/PA2 + AD? = \/(1 — z)? + 4. Ezekkel
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A vizsgalt ardny értéke tehat csak a 4:10/(96 —x + 5) tort értekétsl fiigg. Mivel z = 0 és a tort nevezdje pozitiv,
ezért a tort minimalis értéke 0. Ha a maximalis értéket m-mel jeldljiik, akkor m az a legnagyobb szam, amelyre a
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egyenletnek van valés megoldasa, az ma? — (2m +4)x + 5m = 0 masodfoku egyenlet diszkriminansa, D = (2m + 4)% —
20m? nem negativ. A D > 0 egyenl6tlenséget megoldva kapjuk, hogy
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Tehat a 42/ (x? — 2z + 5) tort maximalis értéke (1 +/5)/2, igy a PC/PD arany legnagyobb értéke
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Ezt az értéket a szoban forgd arany fol is veszi, mégpedig akkor, ha PF = x = /5. Ezért ha a P pont az A-t
tartalmazo félegyenesen mozog, akkor
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ha pedig P a B-t tartalmazoé félegyenesen mozog, akkor
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Megjegyzések.

1) Attekinthetsbbeé valik a feladat megoldasa, ha felismerjiik egy, a geometriai szélsGértékfeladatok megoldésa soran
altaldban is gyakran hasznélhato elv érvényesiilését.

Tegyiik fel, hogy egy a sik pontjain értelmezett f(P) fiiggvény — jelen esetben a PC/PD arany — szélsGértékeit
keressiik egy adott I' gorbén: ez most a négyzet AB oldalegyenese. Tekintsiik ehhez az F(P)=dllandd egyenletd



gorbesereg elemeit az F' fliggvény ugynevezett nivohalmazait. Ismeretes, hogy most ezek a gorbék korok — a C, D
pontokhoz tartozo tn. Apolloniusz-féle korok — illetve PC/PD = 1 esetben a C'D felez6 merdlegese.

Egy-egy ilyen vonal két részre osztja a sikot. Az egyik a korvonal belseje, a masik pedig annak kiilseje. (A felezs
merdleges esetén persze két félsikot kapunk.) A két tartomany egyikében az F(P) értéke kisebb, méasikban pedig
nagyobb, mint a hatarol6 gérbén.

Igy az F(P) mennyiség a I' gérbén azokban a pontokban veszi fol a szélséértékét, ahol ennek a korseregnek — az
Apolléniusz-féle koroknek — a megfelel eleme I'-t, itt az AB egyenest érinti.

Az érintési pont megszerkesztéséhez pedig azt kell tudnunk, hogy a CD szakasz felez6 merdGlegese — a h egyenes
— azon pontok mértani helye, ahonnan a fenti kérhalmazok minden egyes kor eleméhez egyenls hossziségu érint6k
huzhatok: a h a korsor an. hatvanyvonala. Mivel C és D is a korsor elemei — az tn. pontkorok — az F pontbol FC = FD
hossziisagu érint6 hiizhaté minden egyes Apolloniusz-féle korhoz (2. dbra).

Az AB egyenest érinté korelemek érintési pontjait tehat az F-re szimmetrikusan FP = FC tavolsidgra kapjuk az
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AB egyenesen. Konnyti szamolassal kapjuk, hogy ezekre a pontokra az F(P) = PC/PD arany , illetve ennek

reciproka. Az AB egyenes minden tovabbi pontja e kéroknek kiils6 pontja, igy annak tetszéleges ) pontjara
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2) Sok megoldoé csak azt az esetet vizsgalta, amikor P az AB szakaszon mozog. Ekkor a feladat megoldasa némileg
egyszeriibb, s a kapott korlatok a helyes eredménytdl kiilonboznek, hiszen a PC/PD arany x = V5 esetén veszi fel a
maximumaét, tehat amikor P az AB szakaszon kiviil van; ezért ezek a dolgozatok csak 2-3 pontot érdemeltek.




