I. megoldas. Bebizonyitjuk, hogy az egyenlet azonossag, a két oldal minden valos z-re egyenld. Irjuk z-et 6k +
alakba, ahol k egész és 0 < r < 6. Ekkor a minden egész n-re és valos z-re fennéllo

[z +n]=[z] +n
azonossag felhasznalasaval egyenlGségiink az eredeti
r r+2 r+4 r r+3
M‘L{ 6 }+[ 6 }_{ih[ 6 }
alakot Olti; ez azt jelenti, hogy elegendd a [0;6) intervallumon igazolni a széban forgd azonossagot.

Osszuk ehhez négy részre a [0;6) intervallumot; ez megtehets gy, hogy az egyes részintervallumokban allandok
legyenek a bizonyitandé egyenl&ség két oldalan szerepls Osszegek tagjai. Ezek az intervallumok a kovetkezok:

Az egyes részeken a megfelel6 mennyiségek értékét az alabbi tablazat tartalmazza:

T g T'g2 % Bal oldal értéke| 3 T—Jg?’ Jobb oldal értéke
0;2) [0:3) [5:3) [31) 0 [0:1) [3:3) 0
2:3) [3:1) [5:5) [15) 1 [1:3) [5:1) 1
3:4) [L3) [&:1) [5:3) 2 3:2) [1:5) 2
[4:6) [3:2) [Lig) [5:5) 3 2:3) [5:3) 3

Lathato, hogy az egyenl6ség minden 0 < r < 6 valds szamra teljesiil, és igy a bevezetében emlitettek szerint valoban
[I}_F x4+ 2 + z+4 7{3:}4_ z+3
3 6 6 | L2 6

II. megoldas. Az alabbi gondolatmenet egy 6nmagaban is érdekes segédtétel felhasznéalasaval kombinatorikai
jelentést tulajdonit az egyenlGségben szerepls tagoknak, és ezzel a feladat hatterére is jobban ravilagit. Jegyezziink
meg annyit az elsé megoldasbol, hogy az azonossagot elegend6 a [0;6) intervallumon — valojaban barmely [a;a + 6)
intervallumon — igazolni; mi most tetsz6leges nemnegativ z-re bizonyitjuk be. Segitségiinkre lesz ehhez az alabbi

Lemma: Ha 0 < r < d adott egészek és x > 0, akkor a (0; 2] intervallumban pontosan [(z +d — r)/d| darab olyan
egész szam van, amelyik d-vel osztva r maradékot ad. A teljesség kedvéért jegyezziik meg, hogy az r = 0 esetben ez
az érték [z/d).

A bizonyitandd azonossag azonnal kovetkezik a lemmabol. Eszerint ugyanis ha « > 0, akkor a bal oldalon a 3-mal
oszthato, illetve a 6-tal osztva 4 vagy 2 maradékot ado (0; x]-beli egészek szama, a jobb oldalon pedig a paros, illetve a
6-tal osztva 3 maradékot ado (0; z]-beli egészek szama all. A két szamhalmaz nyilvan azonos, hiszen mindkét esetben
a (0; x]-beli 6k; 6k + 2; 6k + 3; 6k + 4 alaka szamokroél van sz0; igy elemszamuk is egyenld, a bal oldal tehat valoban
egyenld a jobb oldallal, ha x > 0.

Hatra van még a lemma bizonyitasa. Kezdjiik el6szor az » = 0 esettel. Ez meglehet&sen nyilvanvalo, hiszen a pozitiv
egész d-nek nyilvan éppen annyi tobbszorose van 0 és  kozott, mint ahany pozitiv egész van 0 és x/d kozott: ez utobbi
mennyiség pedig az egészrész definicioja szerint nem mas, mint [z/d).

Az altalanos esetben vegyiik észre, hogy az r — x + d — r megfeleltetés kolcsonosen egyértelmien képezi le a
(0; x]-beli, d-vel osztva r maradékot ad6 szamok halmazét a (d — r; x + d — r]-beli, d-vel oszthat6 szamok halmazara.
Mivel pedig az r > 0 esetben a (0;d — 7] intervallumban nincsen d-vel oszthato szam, a keresett mennyiség éppen a d
tobbszoroseinek a szama a (0; x + d — r] intervallumban, amelyrdl pedig az r = 0 eset vizsgalatakor mar lattuk, hogy
[(z 4+ d —r)/d]-vel egyenld.

Ezzel a lemmat teljes egészében igazoltuk és igy a bizonyitast befejeztiik.

minden valos z-re.



