Megoldas. Irjuk el6szor a feladatban szerepld konvex poliéder minden élére a 41 szamot, és nevezziik a poliéder
tetszbleges csiicsdt +1-csucsnak vagy —1-csticsnak aszerint, hogy az oda befuté élekre irt szdmok szorzata +1 vagy
—1. Egyelére tehat a poliéder minden csiicsa +1-cstcs, és azt kell belatnunk, hogy az élek megszamozhatok a +1
és a —1 szamokkal tgy, hogy mindegyik cstics —1-cstcs legyen. Nyilvan elegend6 megadnunk egy olyan algoritmust,
amely — feltéve, hogy van legalabb 2 darab +1 csiics — pontosan 2-vel noveli a —1-csiicsok szamat azaltal, hogy
néhany élnél az ellentettjére valtoztatja a rairt szdmot. Ha ui. ezt az algoritmust egyméas utan 50-szer alkalmazzuk,
akkor 1épésenként rendre 2, 4, 6, ..., 100 lesz a —1-csicsok szdma, tehat végiil valamennyi csiics —1-csics lesz.

Az algoritmus a kovetkezs. Tegyiik fel, hogy konvex poliéderiinknek van 2 darab +1-csicsa, legyenek ezek P és
Q. Ekkor — mivel konvex poliéderr6l van sz6 — P és ) Gsszekothet a poliéder éleibsl allo T tordttvonallal. Ha
T-n keresztiil P-bdl kiindulva elmegyiink @-ba, akkor feltehetjiik, hogy utunk soran semelyik cstcsot sem érintettiik
kétszer, hiszen ilyen esetben T tartalmaz olyan zért toréttvonalat, amelyet T-bél elhagyva egy kevesebb élbél allo T”
torottvonalhoz jutunk, marpedig ez az eljaras csak véges sokszor ismételheté meg, hiszen a T-beli élek szama véges
(1. dbra).

1.a) dbra: T, amely tartalmaz  kétszeres” R cstcsot

Q

1.b) dbra: T', amely T-b6l egy zéart torottvonal elhagydsaval keletkezett

Feltevésiink szerint tehat a T toréttvonalban a P és Q pontokhoz pontosan 1-1 él csatlakozik, a bels6 toréspon-
tokhoz pedig pontosan 2. Valtoztassuk most az ellentettjére a T-beli élekre irt szdmokat (2. dbra).

2.b) dbra: T az algoritmus alkalmazéasa utan (P és Q — 1 csicsok)

Ekkor a P és a @ csucsok esetében pontosan a (—1)-szeresére, a belss toréspontok esetében pedig a (—1)2-
szeresére valtozik az oda befut6 élekre irt szdmok szorzata. Az algoritmus nyilvidn nem befolydsolja a T-hez nem
tartozo csiicsokba futd élekre irt szamokat, tehat valoban pontosan kettével — P-vel és Q-val — noveli a —1-cstcsok
szamat.

Akkor is érvényes a meggondolas, ha a P-b6l Q-ba vezets torottvonal egyes belsd toréspontjai mar egy kordbbi
lépésben (—1)-csticesé valtoztak.

Megjegyzés. Bizonyitasunk kozben a feladatbeli poliéder konvex voltabol csak annyit hasznaltunk fel, hogy a po-
liéder élhalozata Osszefiiggs, azaz barmely két csicsa OsszekGthetd élekbdl allo tordttvonallal. Mivel ez az egyszerd
poliéderekre is fennall (lasd Hajos Gydrgy: Bevezetés a geometridba, Tankonyvkiado, Bp. 1987. 26-28. oldal), tovabba



a cstcsok szaménak (100) helyett akarmilyen mas (4-nél nem kisebb) paros szamot is tekinthettiink volna, ezért igaz a
feladat kovetkezd altalanositasa: Egy paros csticsszami egyszeri poliéder élei megszamozhatdk a +1 és a —1 szamokkal
gy, hogy minden egyes csicsra teljesiil, hogy az oda befuté élekre irt szamok szorzata —1.

Ha nem toreksziink arra, hogy minden egyes csics esetében —1 legyen az oda befut6 élekre irt szidmok szorzata
(tehat, hogy minden egyes csics —1-csics legyen), akkor tetsz6leges egyszert poliéderre kiterjeszthetjik az altalano-
sitast: Ha egy egyszeri poliéder éleinek szama e, akkor barmely paros 0 < f < e szdmra megszamozhatok a poliéder
élei a +1 és a —1 szamokkal agy, hogy pontosan f legyen a —1-cstcsok szama (ebben az esetben az algoritmust
f/2-sz0r kell egymas utan alkalmaznunk a megoldashoz hasonlo kiindulési helyzet utan).

Rogton felvetsdik a kérdés, hogy — az el6z6 jeloléseket hasznéalva — tetszéleges egyszerd poliéder esetében van-e
olyan paratlan 0 < f < e szdm, amelyre megszamozhatok a poliéder élei a +1 és a —1 szamokkal tgy, hogy pontosan
f legyen a —1-cstcsok szama. Konnyen észrevehetjiik, hogy nincs ilyen f szam, ha ui. lenne, akkor sorra 6sszeszorozva
az egyes cstucsokndl az oda befuté élekre irt szamok szorzatat, egyrészt —1-et kellene kapnunk, hiszen paratlan szamu
—1-cstcsunk van (f db), masrészt +1-et, mert a szorzas sordn minden egyes élre irt szam pontosan kétszer szerepelt
tényezokent, és (+1)%-ek ill. (—1)*-ek szorzata valoban +1. Az eddigiek alapjan tehat egy e élt egyszert poliéder
esetében pontosan a paros 0 < f < e szdmokra létezik olyan szdmozas, amelynél pontosan f db —1-cstcs (ill. e — f
darab +1-csucs) van.
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