A megoldasban csak a pozitiv osztokat vizsgaljuk. Jeloljiikk d(n)-nel a pozitiv egész n szam osztéinak a szamat, és
tegyiik fel, hogy a pozitiv n és m szamokra

(1) I(n) = II(m).

Ha n és m koziil az egyik 1, akkor IT(1) = 1 miatt és az (1) feltételbsl IT(n) = 1 = II(m), azaz n = 1 = m,
hiszen I1(t) = 1 esetén (¢ pozitiv egész) t-nek nem lehet 1-nél nagyobb osztéja, tehat ¢ < 1, ¢ = 1. Ennek alapjan a
bizonyitasban a tovabbiakban szoritkozhatunk az n > 2, m > 2 esetre. Legyenek az n osztoi az a; (z =1,2,..., d(n))
szamok, ekkor

(2) II(n) = a1az - ... aq)-
n
Mivel az a; (z =1,2, ..., d(n)) szamok paronként kiilonbozbek, osztoi az n-nek, és szamuk d(n), ezért az — (z =
a
n . n
1,2, ...,d(n)) szdmok is paronként kiilsnbozoek, osztoi az n-nek (n P —= ai> és szémuk d(n). Igy az — (i =
a; a;
1,2,..., d(n)) alaki szamok is az n osztoinak egy felsorolasa, tehat
R S L,
ay az QAd(n) a1az . ..Gad(n)

Ezt (2)-vel megszorozva a [H(n)]2 = nd") Bsszefiiggést kapjuk. Ugyanigy kovetkezik a [H(m)}2 = m™ egyenléség.

Mivel (1)-b6l [IT(n)]* = [I1(m)]* ad6dik, ezért fennall, hogy

(3) ndm) = mdm),
Legyen n és m primtényezds felbontasa

— X1 2 (eZ8 A
n=p; Py ...Pp es

(4) Trzzpflpéh...pfr7 ahol «a; és B (i=1,2,...,7)

nemnegativ egészek. Mivel n és m koziil egyiknek sincs kitiintetett szerepe, ezért feltehetjiik, hogy m > n. Bevezetve

_ M) stest, (3)-bol
a*y—d(n)Jeoes, -bé

(5) n=my

kovetkezik, amit az el6zével egybevetve m > m7, azaz — felhasznélva az x — m” fliggvény szigorian monoton névekvs
voltat

(6) 1>7.
A (3) feltételbs]( 4) alapjan

ai1d(n) azd(n a,rd(n) _ d(m d(m d(m
o ( )p2z ( )-~-pr d( )_pfl ( )p§2 ( )-..pf d( )7
a szamelmelet alaptétele szerint ez azt jelenti, hogy a;d(n) = Bid(m) (i = 1,2,...,7), azaz 0 < «o; = By (1 =

1,2, ..., 1), ebbdl pedig (6) miatt 0 < o; < B; (i = 1,2, ..., r); tehat fennall, hogy O < a; +1 < 8; +1 (i
1,2, ..., r). Ezeket az egyenlGtlenségeket Gsszeszorozva

(a1 +1D)(az+1) ... (ar+1) < (B +1)(B2a+1)... (B +1)

d
egyenl6tlenséget kapjuk. Ennek bal oldalan viszont d(n), jobb oldalan pedig d(m) &ll, ezért v = d((—::)) > 1. Ezt (6)-tel

egybevetve v = 1, és igy (5)-bdl valoban n = m adodik.
Megjegyzés. A megoldasban felhasznéltuk a

d(n) = (o1 + D(oa +1)... (ar + 1),

Osszefiiggeést, amelyet a kovetkez6képpen lathatunk be. Az n = p{*p5? ... po szamnak pontosan azok a pi*p3*...pE"
alakt szdmok az osztoi, amelyekre 2; = 0,1, ..., a; (¢ = 1,2, ..., 7). Ilyen szamokbol egyrészt d(n) van, masrészt
éppen (a3 + 1)(az +1)...(a, + 1) hiszen az x1, xo, ..., , szamok egymaéastol fliiggetlenek, lehetséges értékeik szama
pedig rendre oy + 1, as + 1, ..., ap + 1.
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