A sikokat a rajuk illeszkeds élfelez6pontok szama szerint fogjuk csoportositani. Megmutatjuk, hogy az egyes sikokon
6, 4 vagy 3 élfelez6pont van, majd pedig meghatarozzuk az egyes csoportokba tartozo sikok szamaét.

A kockanak 6 lapja van, ezért egy tetszdleges sik legfeljebb 6 oldalu sokszogben metszi a kockat. Az élfelezépontok
a metszetsokszog hataran helyezkednek el, mindegyik oldalon egy: ezért legfeljebb 6 élfelezépont lehet egy sikon.
Nevezziink két élfelez6pontot szomszédosnak, ha a hozzajuk tartozo éleknek van kozos cstcsuk.

A
1. dbra

Egyszertien belathatd, hogy ha egy sik legalabb 5 élfelezépontot tartalmaz, akkor azok kozt vannak szomszédosak:
(Minden élfelez6pontnak 4 szomszédja van. Ha az 6t pont koziil semelyik kett6 nem lenne szomszédos, akkor az egyik
kivalasztott pont 4 szomszédja koziil egyik sem lehetne a kivalasztottak kozt — lasd az 1. abra A, illetve B, H, K, F
pontjait —, a maradék 12 — 5 = 7 pont koziil pedig nyilvin nem lehet 4-et gy kivalasztani, hogy azok koziil semelyik
kettd sem szomszédos.) Tegyiik fel elGszor, hogy az S sikon legalabb 5 élfelez6pont van. Ekkor ezek kozott van két
szomszédos. Legyenek ezek — a 2. dbra jel6léseit hasznalva — A és B. Ha a C pont is az S sikon van, akkor BC' és AD
parhuzamossiga miatt (mindkettd parhuzamos az XY lapatloval) a D pont is, CD és BE parhuzamossaga miatt az
E pont is, EF és AD parhuzamossiga miatt az F' pont is az S sikon van. Ez a sik tehat 6 élfelezGpontot tartalmaz,
és konnyen lathato, hogy merdleges a V' Z testatlora (lasd pl. Geometriai feladatok gytjteménye I., 1851. feladat).

Ha az S sik nem tartalmazza a C' pontot — s igy a D,E, F pontokat sem -, akkor tobb lehetGséget kell megvizs-
galnunk. Ha S tartalmazza a — 3. dbra jeloléseit hasznalva — a G vagy a H pontot, akkor megegyezik a kocka egyik
lapsikjaval, s igy éppen 4 élfelezGpontot tartalmaz. Ekkor S parhuzamos a kocka X Z élével és 4 élfelez6pontot tartal-
maz. Az eddig targyaltakon kiviil mar csak két élfelez6pont, K és L van, tehat S semmiképpen sem tartalmazhat 5
élfelezépontot. Vagyis a 6 élfelezépontot tartalmazo sik meréleges a kocka egyik testatldjara, s mivel a testatlok szama
4, ezért 4 ilyen sik van. 5 élfelezépontot tartalmazo sik pedig nem létezik.

Ha az S sik 4 élfelezGpontot tartalmaz és az élfelezépontok kozt vannak szomszédosak, akkor, mint méar lattuk, két
lehetGség van: vagy a kocka egyik lapsikjarél van szo, ilyen sik 6 darab van; vagy pedig a kocka egyik élével parhuzamos
sikrol — pl. a 3. abra jeloléseivel az ABIJ sik —, ilyen sik 12 db van, a kocka 12 élére 1-1.



4. dbra

Amennyiben a 4 élfelez6pont koziil semelyik ketté nem szomszédos, ugy konnyen belathato, hogya 4 pont vagy a 4.
abran lathatdo A, G, D, J, vagy pedig az ugyanezen az abran lathatdé A, J, C, L pontok mintdjara helyezkedik el.
(Tehat 2-2 pont a kocka két szemkozti lapjan.) Az A, G, D, J pontok egy sikban vannak, ez a sik mer6leges a kocka
négy élére, ezért ilyen tipusu sikokbol 3 db van. Az A, J, C és L pontok viszont nincsenek egy sikban. Osszefoglalva:
6 + 12 4+ 3 = 21 olyan sik van, amely egy kockinak pontosan 4 élfelez&pontjat tartalmazza.

A
5. dbra

Ha az S sik pontosan 3 élfelezGpontot tartalmaz, és ezek kozt vannak szomszédosak, akkor, mint mar lattuk, két
lehetGség van: vagy — az 5. abra jelGléseit hasznalva — az A, B és K pontokat tartalmazza a sik, vagy pedig az A, B és
L pontokat. Az els¢ tipusu sik a kocka egyik csucsat ,yagja le”, ilyen sikbol 8 db van. A méasodik tipust sikbol minden
szomszédos A, B parhoz pontosan egy tartozik, nevezetesen az a sik, amelynek harmadik élfelez6pontja annak az élnek
a felezGpontja, amely A és B kozos lapsikjara merGleges és A-tol és B-t6l vett tavolsagainak Osszege a lehetd legna-
gyobb. Minden oldallapon négy szomszédos pontpar van, ezért az ilyen tipusu sikok szama 6 -4 = 24. A tovibbiakban
két élfelezGpontot nevezziink szemkoztinek, ha a kockdnak ugyanazon a lapjan vannak, de nem szomszédosak. Meg-
mutatjuk, hogy ha az S sik pontosan 3 élfelezépontot tartalmaz és azok kozt nincsenek szomszédosak, akkor vannak
szemkoztiek.
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A
6. dbra

Egy élfelez6pont szomszédainak és szemkozti pontjainak a szama 4 + 2 = 6, a maradék 12 — (1 + 6) = 5 pont koziil
kett6t kivalasztani gy, hogy azok se szomszédosak, se szemkoztiek ne legyenek, csak a 6. abran lathaté6 modon A, C,|
E vagy A, I, L lehet, ezek a sikok viszont nem 3, hanem 6 élfelezGpontot tartalmaznak, amint azt a megoldas soran

kordbban mar lattuk. Tehat feltehetjiik, hogy az S sik tartalmazza az egyméssal szemkozti A és J élfelezd pontokat
(7. abra).




7. dbra

Az el6z6ek sordan belattuk, hogy ha S a C vagy az L pont kivételével valamelyik masik élfelezGpontot tartalmazza,
akkor S pontosan 4 élfelezGpontot tartalmaz. Tehat az S-re illeszkedd harmadik pont csak C vagy L lehet. Igy minden
szemkozti pontparhoz 2 sik tartozik. Minden lapon két szemkoézti pontpar van, ezek mindegyikéhez kiilonbo6zé sikok
tartoznak, ezért az ilyen tipust sikok szama 2-2-6 = 24. Osszesen tehat 8 4+ 244 24 = 56 olyan sik van, amely pontosan
3 élfelezGpontot tartalmaz.
Osszegezve: 4 + 21 + 56 = 81 olyan sik van, amely egy kockanak legalabb 3 élfelezGpontjat tartalmazza.
Megjegyzés. Kombinatorikai ismereteket felhasznélva a 6, illetve 4 élfelezGpontot tartalmazoé sikok szadméanak meg-

12
hatarozasa utén a feladatot a kovetkezs, rovidebb moédon is befejezhetjiik: A 12 élfelez6pont ( 3 ) = 220 haromszoget
6
hataroz meg. Azokon a sikokon, amelyeken 6 pont van, ( 3) = 20 haromszog taldlhato, a 4 élfelezGpontot tartalmazoé si-

4 6 4
kokon pedig <3> = 4 haromszog. Tehat a pontok altal meghatarozott sikok szdma: 220—4 {(3) — 1} -21 [(3) — 1} =
81.



