(1) 2® + 523y + 522y + Sayd +4° = 1.

I. megoldas. Jelolje a feladatban szerepls kétvaltozos fiiggvényt f(x, y). Konnyen lathato, hogy

(z+y)° —a®—y°

5 5
T, y)=x"+y +
f(x, y) y oy

Innen leolvashato, hogy ha = + y = 1, akkor az (1) egyenlGség teljesiil. Megmutatjuk, hogy = +y > 0 és f(x, y) =1
esetén sem = +y > 1, sem pedig = + y < 1 nem lehetséges.
Mivel z 4+ y > 0, azért 2° +y° > 0, igy ha 2 + y > 1, akkor
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1> (z+19)%,

ami nem lehet, hiszen z +y > 1.
Hasonloan az 1 < (x + y)? ellentmondasra vezet a 0 < = +y < 1 feltevés is, tehat « + y csak 1 lehet.

IT. megoldas. Az L. megoldasban lattuk, hogy = 4+ y = 1 esetén valoban f(z,y) = 1.
Megmutatjuk, hogy ez csak x + y = 1 esetén lehetséges. Legyen y > 0 rogzitett. Ekkor

flz, y) = 2° + 5y2® + 5y°2® + 5y°z + ¢°

pozitiv z-ekre az z-nek szigorian monoton noévd paratlan polinomja, igy minden fiiggvényértéket pontosan egy helyen
vesz f6l. Mivel lattuk, hogy az x = 1 — y helyen (y < 1-re) f(x, y) = 1, ezért (1)-bol valoban x + y = 1 kovetkezik, ha
T és y pozitiv.
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ITI. megoldas. f(z, y)-nak az elsd megg)ldésban felirt alakjabol kiindulva szorozzuk meg az (1) egyenl6ség mindkét
oldalat (x + y)-nal, és rendezziink nullara. Igy

(@ +y)(@® +9°) + (@ +y)° = (" +3°) = (z+y) =0.
Csoportositas utan szorzatta alakitva a bal oldalon
(+y—-1DE@"+y")+(@+y)((z+y)*—1)=0
adodik. A masodik tag masodik tényezGjébsl ugyancsak kiemelhets « + y — 1, és igy a kovetkez6 alakot kapjuk:
2) @+y=D"+9" + @+ + @+ + @ +y? +o+y =0

Lathato, hogy ha x + y > 0, akkor (2) méasodik tényezdje pozitiv, igy (1)-bdl valoban x + y = 1 kovetkezik.

Megjegyzés. Nem hagyhato el a feladat feltételei koziil az a kovetelmény, hogy x és y pozitivak (ill. az ennél gyengébb
z +y > 0 egyenl6Stlenség). Rogzitett y mellett ugyanis (2) masodik tényezGje z-nek 6todfoka polinomja, amelynek
létezik valos gyoke, és az tobbnyire nem 1 — y.



