I. megoldas. A feladatot a tetraéderekhez tartozd bennfoglalé paralelepipedonok segitségével oldjuk meg. Ismert
(lasd pl. Geometriai feladatok gytjteménye L., 2069., 2074. és 2083. feladatait), hogy minden tetraédernek létezik benn-
foglalé paralelepipedonja, amelynek a térfogata éppen a tetraéder térfogatanak a haromszorosa. Tudjuk tovabbé azt

1
is, hogy az egységnyi éli ABC' D szabéalyos tetraéder bennfoglalé paralelepipedonja az 75 élhosszusagn AECFGBHD

kocka. Elegend6 az A’ B’C’D’ tetraéder bennfoglalé paralelepipedonjat meghataroznunk.

BI

AI

1. dbra

A tiikrozések miatt az 1. abran lathato A’AD’, B'BA’, D'DC’ és C'CB’ haromszdgekben megegyezik két-két
oldal és az azok altal bezart szog, tehat ezek a haromszogek egybevagok. Ez viszont azt jelenti, hogy a bennfoglald
paralelepipedonnak négy olyan oldallapja van, amelyek egyenlS hosszisaga atlokkal rendelkezd paralelogrammak, azaz
téglalapok. Megmutatjuk, hogy a paralelepipedon maésik két lapja pedig négyzet. Ehhez elegends belatnunk, hogy
A'C’' és B'D’ egyenl6 hosszi, egyméasra merdleges szakaszok. Tekintsiik azt az egybevagosagi transzforméciot, amely
az ABCDEFGH kockanak a kozéppontjara valo tiikrozésébdl, majd pedig az AC és BD szakaszok felezGpontjat
Osszekots egyenes koriili +90°-os forgatasbol all. Vizsgaljuk meg, hogy mi lesz az egyes pontok képe:

a tlikrozésnél a forgatasnal

A—H-—=D
B—+F— A
C—-G—B
D—FE—C.

Ezért A’ képe A képének B képére vonatkozo tiikorképe, azaz D-nek A-ra valo tiikdrképe, tehat D’. Ugyanigy kapjuk,
hogy C’ képe B’. Tehat A'C’ egyenls hosszt B'D’-vel, a szogiik pedig 90°, mert a tiikrdzés nem véltoztatja meg a
szoget, az elforgatas pedig éppen 90°-os volt.
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2. dbra



Tehat A’ B'C’' D' bennfoglalé paralelepipedonja négyzet alapt egyenes hasab. Vetitsiink merélegesen ennek a hasabnak
az alaplapjara; a P pont képét jelolje P* (2. abra). A tiikrozések miatt az abrén egyformén jelolt szakaszok egyenld
hosszuak, tehat a hasab alapjanak az éle az ABCDEFGH kocka élének a V/5-szdrose. Hasonloan vetitsiink merGlegesen
az A'B'C' D’ tetraéder bennfoglalé hasabjanak egyik oldallapjara (3. &dbra).
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3. dbra

Az egyforméan jeldlt szakaszok eztttal is a tiilkrozések miatt egyenldek. Szarmaztatasukbol kovetkezen az A'C’, B' D’
egyenesek parhuzamosak a kocka AECF, GBH D lapjaival, amelyek ezért parhuzamosak a hasab alapjaval. Igy a 3.
abran az A**C** és a B** D** egyenesek tavolsaga megegyezik a kocka élhosszusagaval, ennek tehat a hasab magasaga
éppen a 3-szorosa. Ezek szerint a hasab térfogata a kocka térfogatanak v/5 - v/5 - 3 = 15 -szdrose, tehat ABC'D
térfogata is 15-szorose ABC D térfogaténak.

II. megoldas. A vektorok vegyesszorzatédnak ismeretében rovidebben is megoldhaté a feladat.
=7 Py P g/ gy
Legyen DA — a, DB — b, DC — c. Ekkor DA' — 2b—a, DB’ — 2c—b, DC' — —c és DD’ — 2a. Ezért
— T —— —
C'A"= DA’ — DC" =2b —a+ c és ugyanigy C'B' = 3c —b, CD' =2a+c (4. abra).
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Ekkor az ABCD tetraéder térfogata:
1
V= 6|abc|.

Az A'B'C'D’ tetraéder térfogata pedig:

1

V= 6|(2b —a+c)(3c—Db)(2a+c)| =
1
= 6|12bca + abc — 2cbal =

1
= 6|15abc| = 15V.



A'B'C'D’ térfogata az ABCD térfogatanak 15-szorose.

Megjegyzések. 1. A masodik megoldas soran nem hasznéltuk ki az ABC'D tetraéder szabélyossagat, tehat tetszoleges
tetraéderre igaz, hogy ha csicsait a feladatban leirt modon tiikrozziik, akkor a tiikorképek altal meghatarozott tetraéder
térfogata az eredeti tetraéder térfogatdnak 15-szordse.

2. A hibés dolgozatok 95 %-a abbol a helytelen feltevésbdl keletkezett, hogy az A’ B'C’ D’ tetraéder szabalyos. Nem
szabad mindig biztosra venni a szimmetria 6roklédését.



