I. megoldas. Az egyenlet bal oldala pozitiv, igy x és y egyike sem nulla. Mindkét oldalt 4zy-nal osztva az eredetivel
ekvivalens
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egyenlethez jutunk. Ismeretes, hogy minden a valés szamra |a + —‘ > 2, és csak akkor van egyenlgség, ha a = +1.
a

Eszerint (1) bal oldalan mindkét tényez6 abszolut értéke legalabb 2, igy az egyenl6séghez |4z| = |y| = 1 sziikséges,
valamint az, hogy (1) bal oldalan a két tényezd elGjele azonos legyen.
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Innen két megoldas adodik: 4o = y = 1-bél z = 1 ésy =1, 4 =y = —1-b6l pedig = = 1 és y = —1. Lathato,
hogy mindkét szampar megoldasa a feladatnak.

II. megoldas. Az egyenlet bal oldalén a beszorzast elvégezve, rendezés utén irjuk fel a kapott kétvaltozos polinomot
z hatvanyai szerint:

(2) 16(y* 4+ 1)z — 16yx + (y* + 1) = 0.

Mivel 16(y* + 1) pozitiv, (2) bal oldala pontosan akkor nulla, ha
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Adott y esetén tehat 0, 1 vagy 2 olyan x létezik, amelyre az (z, y) szdmpér megoldéasa az egyenletnek, attol fliggsen,
hogy a paraméteres (3) egyenlet D(y) ,diszkrimininsa” negativ, nulla vagy pozitiv. D(y) két négyzet kiilonbségeként

szorzatta alakithato:
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Azt kapjuk, hogy D(y) egy teljes négyzet ellentettje, és igy nem lehet pozitiv. Az y-nak pontosan azokra az értékeire
kapunk megoldast, amelyekre D(y) = 0, azaz

igy

2
-1
y _0:
22+ 1)
ez pontosan akkor teljesiil, ha y = £1. Ha y = 1, akkor (3) szerint

mig y = —1 esetén
z? + + — T = —l
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Az egyenletnek tehat két megoldasa van: az (— 1) ( —1) szamparok.
Megjegyzések. 1. Komplex szamok felhasznalasaval (3) bal oldalat a kovetkezSképpen alakithatjuk at:
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Legyen = , = ————: ekkor (3) pontosan akkor teljesiil, ha
gyen f(y) ) 9(y) 2 T) 3)p j
)+ \/
{ELQ— y f( )_;Zg( ) ahol i2:—1.

Innen azt kapjuk, hogy (3) bal oldala az alabbi ,,gyoktényezss” alakba irhato:
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A beszorzast elvégezve kapjuk, hogy
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azaz (3) bal oldala két négyzet Gsszege:

2. A (2) kétvaltozos polinom mésképpen is felbonthatd két négyzet Gsszegére; konnyen ellendrizhetd, hogy
(1622 + 1) (y* + 1) — 162y = (dovy — 1) + (4o — y)*.

Ebbél az alakbol ugyancsak eljuthatunk a megoldashoz, hiszen két valos szdm négyzetének Gsszege pontosan akkor
nulla, ha mind a két szam nulla.



