Az EFGH paralelogramma akkor van az adott ABCD paralelogramméba irva, ha az E, F, G, H pontok mind-
egyike az ABC'D paralelogramma valamelyik oldalan van. Két esetet kell megkiilonboztetniink attol fiiggden, hogy a
beirt paralelogramma minden cstucsa az ABCD paralelogramma kiilénb6zé oldalain van, illetve, hogy a beirt parale-
logrammaéanak vannak olyan cstcsai, amelyek az ABCD paralelogramma ugyanazon oldalan helyezkednek el.

1. dbra

ElGszor vizsgaljuk azt az esetet, amikor az F, F, G, H pontok az ABCD paralelogramma kiilonb6z6 oldalain
helyezkednek el (1. &dbra). Megmutatjuk, hogy ekkor a beirt paralelogramma O; kézéppontja egybeesik az adott
paralelogramma O kézéppontjaval. Az F pont rajta van az AB oldalon, ezért O1-re vonatkozo tiikérképe, G, rajta van
az AB szakasz O;-re vonatkozo tiikorképén, A'B’-n. Az A’ B’ egyenes a tiikrézés miatt parhuzamos AB-vel és dtmegy
G-n, tehat megegyezik a C'D egyenessel. Ekkor viszont Op egyenl tavolsagra van az AB és C'D egyenesektdl, azaz
rajta van AB és C'D kozépparhuzamoséan. Ugyanigy lathatjuk be, hogy O; rajta van BC és AD kozépparhuzamosan
is, tehat O; a két kdzépparhuzamos metszéspontja, vagyis egybeesik O-val.

Egy paralelogrammat egyértelmden meghataroz két szomszédos cstcsa és a kdzéppontja, ezért két paralelogramma
pontosan akkor hasonlé, ha két szomszédos csiicsuk és a kdzéppontjuk altal meghatarozott haromszogek hasonléak.
Feladatunkban tehat példaul az ABO és az EFO haromszogek hasonloak. Két esetet kiilonboztetiink meg aszerint,
hogy az ABO és az EFO héaromszogek koriiljarasa megegyez6 vagy ellentétes.

2. dbra

(1) Ha a két haromszog koriiljarasa megegyezik (2. abra), akkor BAO< = FEO<, vagyis az A és FE pontokbdl az
FO szakasz ugyanakkora szogben latszik; tehat AFOFE hurnégyszog. Ekkor viszont FAO< = EFO<, a hasonlosag
miatt pedig EFO< = ABO<, igy EAO< = ABO<«. De EAO<« = (180° — CBA<) — BAO<, ABO<« = 180° —
AOB< — BAO<«. Tehat, ha a két haromszog koriiljarasa megegyezik, akkor AOB< = CBA<, azaz a paralelogramma
atloinak szoge megegyezik két oldalanak szogével. Egyezs koriiljarasu paralelogrammat ezért csak az ilyen tulajdonsagu
paralelogrammaba lehet irni. Ha viszont ez a feltétel teljesiil, akkor végtelen sok paralelogrammat lehet az ABCD
paralelogrammaéba irni. Vegyiink fel egy, az A és O pontokon &tmend kort, amelyik metszi az AD és az AB szakaszt
is; legyen a két metszéspont E' és F'. Ekkor AF'OFE’ hiirnégyszog, tehat

BAO«<« = F'AO« = F'E'O«
és
OBA< =180° — BAO< — AOB< = 180° — ACD< — CDA< = OAE'< = OF'E'«;

tehat az OAB és OF'F' haromszogek szogei megegyeznek, azaz a két haromszog hasonlé. Ez éppen azt jelenti, hogy az
E’ és F' pontok, valamint ezeknek O-ra vonatkozo tiikorképei az ABC D paralelogrammé&hoz hasonl6 paralelogrammat
hataroznak meg.



AO EO
(2) Ha a két haromszog ellentétes koriiljarasa (1. abra), akkor B0- FO és AOB< = FOE<; tehat az £ pontbol
BO

az F pontot O koriili BOA< szogd és 10 aranyu forgatva nyudjtassal kaphatjuk meg. Mivel az E pont rajta van az

AB oldalon, ezért a fenti forgatva nytjtasnal keletkezs képe rajta van az AB oldalnak a forgatva nyajtasnal keletkezd
A1 B; képén. Viszont E képe F, rajta van az AD oldalon is, ezért F' csak AD és Ay Bj metszéspontja lehet. Ezek
alapjan a szerkesztés konnyen elvégezhetd.

(3) Meg kell még vizsgalnunk azokat az eseteket, amikor a beirt paralelogrammanak vannak olyan cstcsai, amelyek
az ABCD paralelogramma, ugyanazon oldalan helyezkednek el. Legyen pl. E és F az AD oldalon. Ekkor GH és EF
parhuzamossaga miatt G és H csak a paralelogramma BC' oldalan lehet. A szdgek megegyezése miatt csak a 3. és a
4. abran lathato esetek képzelhetSk el. Mindkét esetben AB = F'G, mig E'F hosszat a hasonlosag hatarozza meg;
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4. dbra

A szerkesztést mindkét esetben ugy végezhetjiik el, hogy negyedik aranyos szerkesztésével megszerkesztjilkk FF-
et, ezt tetszGlegesen felmérjiik az AD oldalra, majd pedig a 3., ill. 4. abrakon lathat6 szogegyenlGséget felhasznalva
kijeloljiik a G és H pontokat.

Osszefoglalva; Olyan tipusu beirt paralelogramma, amelynek minden csticsa az eredeti paralelogramma kiilonboz6
oldalain van, végtelen sok létezik, ha az eredeti paralelogramma egyik szoge megegyezik atléinak szogével, és egy
— vagy egy sem — létezik, ha ez a szogegyenldség nem &ll fenn. (Nyilvan nem létezik megoldas, ha az A1 By és AD
szakaszoknak nincs koz0s belss pontja.) A 3. dbran lathato megoldasfajtabol végtelen sok létezik, ha a paralelogramma
oldalai kiilénboz6ek, rombuszok esetén pedig nincs ilyen tipusi megoldas. A 4. 4bran lathatoé megoldasok pedig akkor
leteznek, ha (az abra jeloléseit hasznalva) 2AB cosa + GH < BC; tehat

OB>2co —|—AB
AB = 2T e

CB
— >cosa+ 1+ cos?a.
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Megjegyzés. Konnyen belathato, hogy (2)-tipust megoldés csak akkor nincs, ha a paralelogramma téglalap (és nem
négyzet). Ekkor ugyanis a leirt szerkesztéssel az eredeti négyszoget kapjuk vissza, amit természetesen nem tekintiink
megoldasnak. Négyzetre az (1) és (2) pontokban targyalt (végtelen sok) megoldas egybeesik.



