I. megoldas. Legyen az ABC derékszogi haromszog beirt korének koézéppontja O, a beirt kornek az oldalakon
levs érintési pontjai pedig X, Y és Z (1. abra).

1. dbra

Ekkor a CYOZ négyszogben OY = OZ = r, tovabba YCZ< = CZ0< = CYO< = 90° (a két utobbi szog a
kor érintGjének az érintési pontba huzott sugarral bezart szdge), tehat a CY OZ négyszog négyzet. Ezért CO = rv/2.
A CX tavolsag legalabb akkora, mint az ABC haromszog C csticshoz tartoz6 magassaga, azaz m. Mésrészt a COX
(esetleg elfajuld) haromszogben a haromszog—egyenlGtlenség szerint:

m<CX <CO+0X =rV2+r.

Ezt rendezve :
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Ezzel a bizonyitand6 allitas egyik felét belattuk.
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2. abra

Tegyiik fel, hogy van olyan haromszog, amelyben — a bizonyitando allitas masodik felével ellentétben — r = 0,5m.
Tekintsiik a beirt kornek az AB oldallal parhuzamos mésik érint6jét. Feltevésiink szerint a C' cstcs az érintGegyenes
és az AB oldal kozti savban helyezkedik el (2. abra). Feltehetjiik, hogy a C pont az AB szakaszra X-ben emelt
merGlegesnek példaul a B-t nem tartalmazo oldalan van. Ekkor viszont a C'B szakasz nem érintheti a beirt kort, ami

r
ellentmondéas. Tehat hibas az eredeti feltevésiink, vagyis — < 0,5. (A bizonyitas masodik felében nem hasznaltuk ki,
m

T
hogy a C csucsnal derékszog van, tehat tetszéleges haromszog tetszoleges magassagara igaz, hogy — < 0,5.)
m
Ezzel a feladat allitasat belattuk.
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II. megoldas. Az — hanyados értékét kifejezhetjiik a haromszog oldalaival. Irjuk fel az ABC haromszog teriiletét
m
kétféleképpen — az 1. abra jeloléseit hasznélva — egyrészt Ggy, mint az AOB, BOC és COA haromszogek teriiletének
Osszege, masrészt mint az AB oldal és a hozza tartozé magassag szorzatanak fele:
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Igy a feladatot visszavezettiik a derékszogt haromszog oldalaira vonatkozé egyenlGtlenségekre. ElGszor azt mutatjuk
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meg, hogy P —— < 0,5. Ezt rendezve: ¢ < 0,5(a + b + ¢), azaz 0,5¢ < 0,5(a + b), ami valoban igaz a haromszog—
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egyenl6tlenség miatt. (Most sem hasznéltuk ki, hogy az ABC haromszog derékszogi.)

A masik egyenl6tlenség helyett ezittal is az erésebb V2-1¢< egyenl6tlenséget bizonyitjuk. Azt kell
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megmutatnunk, hogy:
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Mivel pozitiv szamokroél van sz0, ezért ez ekvivalens a kovetkezGvel:

a+b
c

+1<V2+1, azaz a+b<c-V2

Emeljiik itt mindkét oldalt négyzetre (ez is ekvivalens atalakitas, hiszen a szoban forgo szamok pozitivak). Pitagorasz
tételét alkalmazva:
(a+b)? < 2¢% = 2a® + 2b?,

azaz
0<a®+0b*—2ab=(a—b)>

Ez valoban teljesiil, s mivel ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért a bizonyitandé egyenlétlenség is igaz.
Balogh Jozsef (Szeged, JATE Sagvari E. Gyak. Gimn., II. o. t.)
megoldasa alapjan
r
Megjegyzés. Belathato, hogy az — hanyados értéke 0,5-et tetsz6legesen megkozelitheti, de soha nem éri el. Alulrol
m

viszont felveszi a v/2 — 1 értéket, ha a derékszogl haromszog egyenls szara.



