Megallapithatjuk, hogy a feladat z-re és y-ra nézve szimmetrikus. Ha x = 1, akkor ¥V =1 és yf’:y =y, igy valéban
x = y. A tovabbiakban tehét feltehetjik, hogy z > 1ésy > 1.

A kozismert, egyszertibb 4% = 2% tény feladatunkban nem uténozhat6. Arra mégis ravilagit, hogy a szamelmélet
alaptétele szerint x és y primfelbontasaban ugyanazok a primszamok lépnek fel, csak kitevsikben kiilonbozhetnek.

Ha p tetsz6leges primszam, n pedig pozitiv egész, akkor jelolje p(n) a p kitevGjét az n primtényez6s felbontésaban.
A szamelmélet alaptétele szerint a feladatban szerepls x és y barmely p primszamra kielégiti az

(1) y* - p(x) =p(a¥") = p(y™) =2 - p(y)

Osszefiiggeést.
Ha valamilyen p; primre

pi(x) =0 # p1(y),

akkor (1) szerint ¥ - p1(y) = 0, ami lehetetlen, hiszen ¥ és p;(y) egyarant pozitiv.
Tegyiik fel, hogy van olyan ps primszam, amelyre

p2(w) > pa(y) > 0;
ekkor (1)-b&l kapjuk, hogy
(2) y® < x¥,

igy minden p primre vagy p(z) = p(y) = 0, vagy pedig p(z) > p(y) > 0 teljesiil, azaz x (valodi) tobbszorose y-nak.
Legyen z = ky, y = 2, k = 2; megmutatjuk, hogy = < y*. Ebb6l a célbol tetszoleges K, Y természetes szamokra
a k-ra vonatkoz6 indukcioval igazoljuk, hogy ha k > 2 és y > 2, akkor ky < y*. k = 2-re ez valoban igaz, mivel
y? — 2y =y(y —2) > 0. Tegyiik fel, hogy valamilyen k > 2-re ky < y*; ekkor

(k+Dy=ky+y < yF+y < y¥ +y7 =247 < o,

tehat az allitas (k + 1)-re is igaz.
Az igy bizonyitott egyenl6tlenség felhasznalasaval (2) jobb oldala a kovetkezképpen becsiilhetd:

) o = (k) < () =y =y
ez ellentmond (2)-nek, tehat nem létezik olyan py prim, melyre pa(z) > pa(y) >
> 0.

A kizart esetek hianyaban igy barmely p primszamra p(x) = p(y), ezért a szamelmeélet alaptétele értelmében z = y.

n
Megjegyzés. Felhasznalva azt az analizisb6l ismert tényt, hogy ha o < 0, akkor az [1 + g] sorozat szigorian
n

monoton noévéen tart az e szamhoz, kapjuk, hogy ha o > 0, akkor
(4) (1+2) " <ev <
m

minden pozitiv egész n-re.
Ha most x és y 2-nél nagyobbak és z < y, akkor (4) szerint

x _ xr
[Q] — [1+u] < 377 < V7T azaz y* < aY,
X X

és igy ¥ < ymy is igaz, vagyis x, y > 2 esetén csak akkor teljesiil a feltétel, ha = = y.
Ha x vagy y = 1, akkor nyilvan = = y.
Meg kell még vizsgalnunk, lehetséges-e megoldas, ha példaul x = 2 és y = 3, azaz fennallhat-e

1\

(5) 2 =y, y 23

A megoldasban is szerepls indukciés bizonyitashoz hasonlé médon igazolhato, hogy ha y > 5, akkor 2¥ > 32
Marad y = 3 vagy y = 4. akkor pedig behelyettesitéssel gy6z6dhetiink meg arrol, hogy (5) bal oldala kisebb, mint a
jobb oldal.



