Megoldasunk soréan felhasznéljuk azt a késGbb bizonyitandé lemmat, hogy egy triéder (harom egy pontbol kiindulo
nem egysiku félegyenes altal meghatarozott térbeli alakzat) lapszogeinek az 6sszege 180°-nal nagyobb. Ezek szerint a
tetraéder négy csicsahoz tartozé négy triéder szogeinek az Gsszege tobb, mint 4 - 180° = 720°. A tetraéder minden

lapszoge két triéderben (két lap k6z6s élén 1évE csiucsokhoz tartozoé triéderekben) 1ép fel, tehat a tetraéder lapszogeinek
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az Osszege nagyobb, mint — = 360°. Ez éppen a bizonyitando allités.

1. dbra

A lemma bizonyitdsa: Tekintsiink egy olyan gombot, amely érinti a triéder mindhéarom lapjat. (Ilyen beirt gomb
végtelen sok létezik; ezt lényegében ugyaniugy lathatjuk be, mint azt a tényt, hogy minden tetraédernek van beirt
gombje.) Allitsunk a gémb kozéppontjabol merslegeseket a triéder lapjaira (1. abra). Igy harom olyan szakaszt kapunk,
amelyek egyenls hossziak, és koziilik barmelyik kettd altal bezart szog éppen a megfelels sikok lapszogének kiegészits

szOge. Vagyis a lapszogek Osszege pontosan akkor nagyobb 180°-nal, ha ezen szakaszok kozotti szogek Osszege kisebb,
mint 360°.

2. abra

Jeloljiik O-val a triéderbe irt gdmb kozéppontjat, A, B, C-vel pedig az érintési pontokat. Legyen O’ az O pont
merdleges vetiilete az ABC sikon (2. abra). Ekkor az OO’ A, OO’B és OO’ C haromszogek egybevagoak, mert van egy
kozos oldaluk, az O'-nél 1évé szogiik derékszog, tovabba OA = OB = OC. Ezért O'A = O'B = O'C, vagyis az ABO',
BCO' és CAO’ haromszogek egyenls szartak. Tekintsiik példaul az ABO és ABO’ egyenlS szarti haromszogeket.
Ezeknek kozos az alapjuk, az ABO haromszdg széra megegyezik az OO’ A derékszogd haromszog atfogojaval, s igy
nagyobb, mint az O’ A befogé, ami az AO’ B haromszognek a szara. Ez azt jelenti (1. a 3. abrat), hogy azABO haromszg
szarszoge kisebb, mint az ABO’ haromszogé, tehat

AOB< < AO'B«.
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Ugyanigy kapjuk, hogy

BOC« < BO'C«,
COA< < CO'A«.

A jobb oldalon all6 szogek Osszege éppen 360°, tehat a bal oldali szogek Osszege 360°-nal kisebb, és éppen ezt akartuk
bizonyitani.



