I. megoldas. Legyen A a széban forgo négyzetszam, B ennek egy kivalasztott osztoja, jeloljik A/B-t C-vel. Ekkor
A+B=BC+B=(C+1).

Tegyiik fel, hogy A + B a feladat allitasaval ellentétben négyzetszam. Két esetet kiilonboztetiink meg.

Ha a B oszt6 négyzetszam, akkor C = A/B és C + 1 = (A + B)/B is négyzetszamok, mivel négyzetszamok
hanyadosai és egészek. Két négyzetszam kiilonbsége viszont csak akkor lehet 1, ha a nagyobbik 1, s a kisebbik 0.
Marpedig C' = 0 lehetetlen, hiszen ekkor A = BC' is nulla volna.

A masodik eset, ha a B osztdé nem négyzetszam. Ekkor létezik olyan p primszam, amelyik a B primtényezss
felbontdsaban péaratlan hatvanyon szerepel. Mivel A és A + B mindegyike oszthato B-vel, ezért mindegyikiik oszthatd
p-vel; mivel mindegyikiik négyzetszam, ezért mindegyikiik p-nek egy paros kitev§jid hatvanyaval — s a B-vel valo
oszthatosig alapjan e kitevé nagyobb a B-ben szerepld (paratlan!) kitevonél. Igy C = A/B és C +1 = (A+ B)/C
mindegyike oszthatd p-vel, ami ugyancsak lehetetlen.
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II. megoldas. Az el6z6 megoldas jeldléseit hasznalva tegyiik {6l ismét, hogy A+ B négyzetszam. Ekkor tetszéleges
négyzetszammal — tehat A-val szorozva — ismét négyzetszamot kell kapnunk.

(A+ B)A = (BC + B)BC = B*C(C +1),
tehat C'(C + 1) is négyzetszam. Ez viszont nem lehet, hiszen ha C > 0, akkor
C?<C(C+1)<C?*+2C+1=(C+1)>
A kapott ellentmondéas azt jelenti, hogy A + B valoban nem lehet négyzetszam.
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Megjegyzések. 1. Mindkét megoldasban a szamelmélet alaptételének azt a kovetkezményét hasznaltuk fel, hogy egy
egész szam akkor és csak akkor négyzetszam, ha a primtényezds felbontasban minden primszam kitev§je paros.

2. A feladat nem zarta ki a negativ osztok lehetSségét, természetesen n? —n? = 0, ami négyzetszam. A bizonyitasok
barmelyike kiadja azt a valamivel b&vebb Allitast, hogy egy pozitiv négyzetszamnak és egy osztéjanak Osszege vagy
kiilonbsége csak abban a trivialis esetben lehet négyzetszam, ha nulla.



