I. megoldas. Balazs kitaldlhatja Anna szamait egyetlen kérdéssel, ha
Bz, y)= (@ +y)z+y+1)—y=(z+y)’+uz

értékét kérdezi meg.
Mivel x és y természetes szamok, ezért

(1) (z+y)*> <B(x, y) < (z+y+1)?

és igy Anna szédmai Osszegének a négyzete a B(z, y)-nal nem nagyobb négyzetszamok legnagyobbika, azaz

z+y=[VB(x, y).

Anna vélasza alapjan tehat Balazs elGszor kiszamolhatja a két szam Osszegét, majd ennek négyzetét B(z, y) -bol
kivonva x értékét, végiil y-t is.

Megjegyzések 1. A feladat szovegezésekor elég szerencsétlen modon kiséreltitk meg kizérni, hogy a gondolt szamok
hatvanykitevéként is el6forduljanak. Ezt megengedve ugyanis pl. a 27 - 3Y értékébdl az egyértelmd primfelbontas miatt
x és y megkaphaté. A hatvanyozés korlatozasa valojaban csupan erre a lehetdségre vonatkozott volna, de a ,fiirdgvizzel
egyliitt a gyereket is kiontottiik” — emiatt volt sziikség az (z + y)2 Hkerilg aton” val6 felirasara. Ez nem tartozik a
feladat lényegéhez, és emiatt olvasoink elnézését kérjiik.

2. A fentieket szem el6tt tartva Balazs akkor is boldogulhat egyetlen kérdéssel, ha Anna n darab szamra gondolt.
Ha ezek a szdmok z1, xs2, ..., x,, akkor a

Bn(z1, Toy ooy ) = (1 4+ )"+ (@1 F o )" (2 F20)?
formula megfelel. Fennall ugyanis — és a binomialis tétel felhasznéalasaval konnyen igazolhat6 — az (1)-hez hasonld
(2) (r14+ 22+ ...+ 2p)" < Bp(z1, 22y oo, zp) < (x14+ ...+ 2z, +1)"
egyenl6tlenség, és igy a kozolt megoldashoz hasonléan Balazs rendre kiszdmolhatja az

1 +To+ ...+ Tp_1+ Thp,
I1—|—I2—|—...—|—{En,1,

r1 + T2,

T

mennyiségeket, és igy magukat a gondolt szamokat is.
3. A teljesség kedvéért megemlitjiik, hogy egy z valtozo n-edik hatvanya kifejezhets olyan formuléval is, amelyik
nem tartalmaz hatvanyozast. Egy lehetSség példaul a

ZP=(z-1)+1)-((z=2)+2)-...- ((z=n) +n)

azonossag kifejtett alakjabol nyerhets.

II. megoldas. Ahhoz, hogy megoldja a feladatot, Balazs formuldjanak olyan kétvaltozos f(x,y) fiiggvénynek kell
lennie, amelyik ki{illonb6z6 szamparokhoz kiilonboz6 egész szamokat rendel, tehat kolesdonosen egyértelmien képezi le a
termeészetes szamokbol készithets rendezett parok halmazat az egész szamok halmazaba. Ismeretes, hogy ilyen fiiggvény
létezik, ezzel azonban Balazs még nincsen kisegitve, neki ugyanis formuléaval kell egy ilyen fiiggvényt megadnia, masfel6l
a fliggvényérték alapjan ra kell talalnia a gondolt szdmparra, vagyis hasznalnia kell az f fiiggvény inverzét.

Az alabbi tablazat egy ilyen f(z, y) elkészitését szemlélteti.
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A tablazat (n+1)-edik atlojaban az olyan rendezett szamparokhoz rendelt fiiggvényeértékek talalhatok, amelyekben

n+1
az elemek Osszege n. Azon rendezett szampéarok szama, amelyekben az elemek Gsszege kisebb, mint n, éppen ;—
— ennyiféleképpen vélaszthato ki az Osszeg és a szampér els6 eleme. Ha ezekhez a szamparokhoz mar hozzarendeltitk
1
a0, 1, ..., <n;— ) — 1 szamokat, akkor a

0; n), (I, n=1), ..., (4 n—1), ..., (n; 0)



szamparokhoz rendre az

n+1 n+1 1 n+1 iy n+1 = n+2 1
9 , 9 e 9 Ty vuny 9 n = 9

szamokat rendeljiik. Igy kiilonboz6 parokhoz kiilonboz6 szamokat rendeliink, és Balazs megfelels formulaja

(w +y+ 1) .
2

Ez még tartalmaz 2-vel valé osztast, de ennek kétszerese, (z + y + 1)(z + y) + 22 megfelel a feltételeknek.
A helyettesitési értéket kettGvel osztva a tablazat alapjan Baldzs ratalalhat Anna szdmaira.

Megjegyzések. 4. A fenti megoldasban lényegében azt lattuk be, hogy minden m természetes szam egyértelmiien

irhato
o a n b
—\2 1

1 0
alakban, ahola > b >0 ((2) = (1) = O). A megoldasban Baldzs az a = =z +y+ 1, b = x valasztassal hasznéalja

ezt az eredményt, pontosabban az ehhez a szadmparhoz kiszdmolt m értékbdl ,keresi vissza” a és b értékét. Ehhez
valéjaban nincs sziiksége a tablazatra, hiszen adott m természetes szamhoz kell kiszamolnia a nala nem nagyobb (;)
alaki szamok legnagyobbikat, hasonléan ahhoz, ahogyan az elsé megoldasban m = a® +b értékébol (a=z4+y>xz=0)
kellett meghataroznia az m-nél nem nagyobb négyzetszidmok legnagyobbikat.

5. A masodik megoldas is altalanosithato, igaz ugyanis — és példaul teljes indukcioval kénnyen igazolhatd —, hogy
adott n esetén minden m természetes szadm egyértelmten irhato

® m= (") () e (%)

alakba, ahol a,, > ap—1 > ... >a; >1> 1.
Ekkor az

ap =1 +T2+ ... +Ty + 1N,

pn_1 =21 +To+...+xp_1+n—1,

as =x1 +x2 + 2,
a1 =x1 +1

valasztassal m értékébdl az a,,, an—1, ..., az, a1 szdmok rendre meghatérozhatok, és innen az x1, =2, ..., x, értékek
is.



