I. megoldas. 262 + 1 = (231 +1)2 —2.23 = (23 4 1)? — 232,
A jobb oldal két négyzet kiilonbségeként szorzatta alakithato és igy
(231 + 1)2 _ (216)2 — (231 + 216 + 1)(231 _ 216 + 1)

adodik. A feladat kérdésére tehat igenl a vélasz, 2°% 4 1 oszthaté (231 + 2'6 4 1)-gyel, a hanyados 23* — 216 + 1.

I1. megoldas. Jeloljiik 2'° értékét a-val. Ekkor 262 = 4a?, 231 = 242, végiil 2'° = 2a. Igy azt kell eldonteniink,
hogy 4a* + 1 oszthato-e (2a® + 2a + 1)-gyel. Végezziik el az osztast a két polinom kozott:

(4a* +1): (2a* +2a+1) =2a*> —2a + 1
4a* + 4a® + 24>

—4a® - 242 +1

—4a® — 4a% — 2a
2a% + 2a + 1
2a° +2a+1

0

Eredményiink a 4a* + 1 = (2a® + 2a + 1)(2a® — 2a + 1) szorzatalak. Innen lathato, hogy ha a egész szam — 2 —
akkor 2a% — 2a + 1 is az, és igy 4a* + 1 minden a egészre oszthat6 (2a% + 2a + 1)-gyel.
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Megjegyzés. A masodik megoldasban megadtunk egy p(z) és egy q(z) egész egyiitthatos polinomot, melyekre
fennallt, hogy

p2"%) =2%+1 & q2")=2"+2"+1.

Ezutan a p(z) polinomot ¢(z) - h(z) alakban allitottuk els, ahol a h(x) is egész egyiitthatos. Ebbdl kovetkezik, hogy
h(2'%) egész és igy p(2'°) = ¢(2'%) - B(2'") miatt valoban ¢(2'%)|p(2"7).

Ez a modszer nem feltétleniil vezet eredményre; ha p(z) és q(x) egész egyiitthatos polinomok, a adott egész szam
és p(a) oszthato g(a)-val, akkor nem biztos, hogy a p(z) polinom felirhaté g(x) - h(x) alakban.

Példaul ha p(z) = z* + 3, ¢(z) = = + 1, akkor p(3) = 84 oszthato ¢(3) = 4-gyel, de p(x) nem oszthato g(z)-szel.
Annyi igaz, hogy ha a p(z) és q(z) egész egyiitthatos polinomok olyanok, hogy p(n) végtelen sok n egészre osztatd
g(n)-nel, akkor p(z) felirhaté g(z) - h(x) alakban, ahol h(z) olyan racionalis egyiitthatos polinom, amelyik minden
egész helyen egész értéket vesz fel.



