A feladat éllitasa joval altalanosabb koriilmények kozott is igaz. Osszuk ugyanis a négyszog szemkozti AB és CD,
illetve BC' és AD oldalait 2n, illetve 2m — tehat mindkét esetben paros sok — egyenls részre. (A feladatban n = m = 4.)
Ha most a szemkozti oldalak megfelel6 osztdpontjait dsszekots szakaszok révén nyert felosztas dsszesen 4mn darab kis
négyszogét szinezziik ki sakktablaszerten, akkor tovabbra is igaz, hogy a fekete négyszogek teriiletének Gsszege egyenld
a fehérekével.
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1. dbra

A bizonyitas soran az alabbi két segédtételt hasznaljuk fel:

1. Egy konvex négyszoget a két kozépvonala négy olyan négyszogre oszt, melyek koziil a két-két szemkozti tertile-
tének az Osszege egyenls (1. abra). (Ez éppen a feladat llitdsa az n = m = 1 esetben.)

2. Ha egy konvex négyszog szemkozti oldalait k-k, illetve I-l egyenls részre osztjuk (k = 2, 1 = 2), akkor a megfelels
osztopontokat Osszekotd szakaszokat ugyancsak egyenls részekre osztjak a létrejovs metszéspontok (2. abra).
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2. dabra
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3. dbra

A fentiek felhasznalasaval mar kénnyen adodik a bizonyitandé allitds. A paros sorszami osztovonalak ugyanis n-m
darab olyan négyszogre osztjak az eredeti négyszoget, amelyekben a paratlan sorszamu osztovonalak a 2. segédtétel sze-
rint k6ézépvonalak (3. abra). A fekete és fehér négyszogek teriiletének Osszege tehat az 1. segédtétel szerint killon-kiilon
egyenlS az n - m darab , kétszer kettes” négyszog mindegyikében. Ekkor pedig nyilvan az eredeti ABC'D négyszogben
is egyenld a széban forgd teriiletek Osszege.

Ami a felhasznalt segédtételeket illeti, az els6nek a bizonyitasa leolvashatd a 4. abrarol. (A stulyvonal felezi a
haromszog teriiletét, igy az egyenl szamokkal jelolt haromszogek teriilete egyenls.)
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4. dbra
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5. dbra

A 2. segédtételt az alabbi, kissé altalanosabb alakban latjuk be:

2’. Ha az eredeti ABCD négyszog oldalain az 5. abra szerint folvett E és G, illetve F' és H pontok kiilon-kiilon
azonos aranyban osztjak a négyszog két-két szemkozti oldalat, tehéat
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akkor a szemkozti oldalak megfelels osztépontjait 0sszekots szakaszok M metszéspontja is ezen ardnyokban osztja a

rajta athaladé osztévonalakat, vagyis
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Vektorokat hasznalva egyszerid szdmoléassal adodik a 2’. allitds. Ha ugyanis a tér egy rogzitett O pontjabol a
négyszog csticsaihoz vezets helyvektorok és az adott paraméterek (o, 8, A, u) segitségével felirjuk a HF szakaszt o :
aranyban osztdé M és az EG szakaszt A : p ardnyban oszté Mo pontokba mutaté helyvektorokat, akkor kideriil, hogy
a két vektor egyenld, és igy My = My = M, vagyis az M pont mindkét osztéovonalat a kivant ardnyban osztja.

Az egyes pontok helyvektorait a megfelels kisbettivel jelolve:
of +fh _ oSSR + AT
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Az my, f és h vektorok felbontéasakor felhasznaltuk azt az ismert tényt, hogy szakasz adott (u : v) aranyt osztopontjaba
mutato6 helyvektor a 6. abran lathaté médon fejezhets ki a végpontokba mutaté helyvektorok segitségével.
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6. dbra

Az (1) jobb oldalan &llo kifejezés tagjait a vektorok szdmmal valé szorzasdnak miiveleti tulajdonsagai szerint

csoportositva:
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és éppen ezt akartuk bizonyitani.

Megjegyzés. A bizonyitas soran a 2. segédtételben kimondott tény teszi lehetévé az 1. allitas alkalmazaséat. Ennek
igazolasa, tehat hogy az egyes osztovonalakon is egyenld hosszu szakaszok jonnek létre, a feladat eredetileg kittizott
formajaban sem hagyhato el. Elvégezhetd viszont vektorok nélkiil is, bar a ko6zolt bizonyitas jol mutatja hasznalatuk
el6nyeit.

Egy masik — bar eléggé hosszadalmas — bizonyitasi lehetSség, ha a négyszog oldalfelezd pontjaibodl kiindulva a
keriileten levs szakaszok ismételt felezésével jutunk el a feladatban szereplé vonalrendszerig, mikézben az ABCD
négyszog belsejében létrejové metszéspontok vizsgédlata sordn djra és Gjra folhasznaljuk, hogy tetszéleges négyszog
kozépvonalai felezik egymést. A 2. 4llitast igy csak a k = [ = 2" esetekre lathatjuk be, ami persze a kitizott feladat
megoldasahoz elegendd.

Az aldbbiakban vazoljuk a 2. allitasnak a k +1 értéke szerinti teljes indukcioval térténd bizonyitasat. Mivel k, [ = 2,
ezért k+1 2 4. Ha k+1 = 4, akkor k = | = 2, és az allitas azt mondja, hogy egy négyszog kozépvonalai felezik egymast.

Legyen most k + [ > 4, és tegyiik fel, hogy a 2. allit4s igaz a négyszog keriiletének minden olyan k', I’ felosztasara,
ahol k' +1' < k + 1. Hivjuk az AB és CD osztépontjait 6sszekots k — 1 darab osztévonalat ,fiiggélegesnek”, a tovabbi
[ —1 darabot pedig ,,vizszintesnek”. Mivel k+1 > 4, f6ltehets, hogy [ = 3. Ekkor kiilonboz6k az AB-hez, illetve C D-hez
legkozelebb halad6 vizszintes osztovonalak, az A'B’ és a C'D’ (7. 4bra).
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7. dabra

Osszuk az A'B’ és a C' D' szakaszokat k-k darab egyenld részre (a 7. 4bran fehér pontok). Ekkor az indukcios feltevés
alkalmazhato6 az A’'B'CD és az ABC'D’ (valodi) négyszogekre. Eszerint az A’ B'C D fiigg6leges osztovonalai a C' D’ az
ABC' D' fiiggbleges osztovonalai pedig az A’ B’ szakaszt osztjak k-k egyenls részre. A megfeleld fiiggéleges osztovonalak
tehat azonosak a két résznégyszogben, hiszen a kiilonbozs A'B’ és C' D' szakaszok megfelels osztopontjait kitik ssze.
Ezek a vonalak tehat éppen az ABCD négyszdg fiiggtleges osztévonalai, amelyek az A’B’ és C'D’ osztévonalakat a
fehér pontok folvétele, a tovabbi vizszintes osztdvonalakat pedig az indukcios feltevés miatt osztjik egyenld szakaszokra.

Ami a fiigg6leges osztovonalak felosztéasat illeti, az indukcios feltevés szerint ezek AB és C' D', illetve A’B’ és CD
kozé es6 szakaszait egyarant [ — 1(= 2) egyenls részre osztjak a vizszintes osztovonalak. Mivel [ = 3, a két ,,széls6”
részhez van olyan, amelyik mindkettejiikkel egyenld, tehat végiil is mind az | darab szakasz ugyanolyan hosszi a
fiiggoleges osztovonalakon. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.



