Két pont ,régi tavolsagat” az egybevagosagi transzformaciok (pl. eltolas, elforgatas, tengelyes tiikrozés) véltozat-
lanul hagyjak, vagyis ha a P és @) pontok képe P’ és @', akkor PQ = P'Q’. Ezért ha a feladat a régi tavolsagra
vonatkozna, akkor a P és Q pontokat barhogyan elhelyezhetnénk a koordinata-rendszerben, példaul az ilyenkor szo-
kisos modon ugy, hogy illeszkedjenek az x tengelyre, felezGpontjuk pedig az origd legyen. A feladatban definidlt j
tavolsag azonban fligg a pontoknak a koordinata-rendszerben valo elhelyezésétsl. Tekintsiik ugyanis példaul a (0;0)
és a (0;5) pontokat. Ezek 1j tavolsaga 5. Ha elforgatjuk a (0;0) pont koriil a (0;5) pontot tgy, hogy a (3;4) pontba
keriiljon (1. abra), akkor a képpontok 4j tavolsaga |3 — 0] —[4 — 0| = 7.
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1. dbra

Vannak azonban olyan transzformaciok, amelyek nem valtoztatjadk meg az 4j tavolsagot sem. Ilyen egy v(a;b)
vektorral valo eltolds. Ekkor a P képe P'(x1 + a; y1 +b), a Q képe Q'(z2 + a; y2 +b), és a képpontok 1j tévolsaga
egyenlS a P és Q 4j tavolsagéval, hiszen

[(z1+a) = (z2+a)[ + [(y1 +b) — (y2 + )| =
= |1 — z2| + |y1 — 2.

Ugyanigy nem valtoztatja meg az 1j tavolsidgot az y vagy az x tengelyre vonatkoz6 tiikrozés sem. Ezeknél P képe
(—x1; y2), illetve (x1; —y1).

Feltehetjiik tehat, hogy a koordinata-rendszer origoja a két adott pontot 6sszekots szakasz felez6pontja (ha nem,
akkor egy ,,4j tavolsag™tarto eltolassal odavissziik), az egyik adott pont pedig az I. siknegyedben van (ha nem, ak-
kor tiikrozziik az x vagy az y tengelyre, esetleg mindkettdre). Legyenek tehat az adott ,fokuszpontok” Fi(c; d) és
Fy(—c¢; —d), ahol ¢ 2 0 és d = 0, az adott allando pedig 2a.

Az E(x;y) pont pontosan akkor van rajta az j ellipszisen, ha

(1) |z —c|+ |y —d| + |z +c|+ |y +d| = 2a.
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2. dbra

Ez az egyenlet kilenc kiilonb6z6 egyenletre bomlik aszerint, hogy milyen az egyes abszolut értékekben 1évé mennyi-
ségek elGjele, vagyis hogy az E pont a 2. Abran a szaggatott vonalak —az z =¢, * = —¢, y =d, y = —d egyenletd
egyenesek — altal hatarolt kilenc sikrész koziil melyikben helyezkedik el. Ha ¢ vagy d értéke 0, akkor a részek szama
hatra csokken — a fiiggSleges vagy a vizszintes ,,kdzépsé réteg” az y, illetve az x tengellyé egyszertisodik — ha pedig
c=d =0, azaz a két pont, F; és Fy azonos, akkor a tengelyek hatarolta négy siknegyed marad.

Nyilvan

—2x, ha z< —c,
(2) |z —c|+ |z +cl = 2¢, ha —c<uz<Ze,
2z, ha c<ux,

és hasonloan

_2ya ha ) § _da
(3) ly —d|+ |y +d| = 2d, ha —d<y<d,
2y, ha d<uy.

Ha most ennek megfelel6en bontjuk fel (1)-ben az abszolutérték jeleket, akkor rendezés utan az 1j ellipszis egyes tar-
tomanyokba ess részeire a 3. abran lathaté bekarikazott egyenleteket kapjuk. Zarojelben allnak a megfelel§ egyenletek
bal oldalara vonatkozo, az adott tartomanyon érvényes egyenl&tlenségek.
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3. dbra

A 2. abréan satirozott ,,kozépsd” tartomény kivételével egyenesek — mégpedig részint a tengelyekkel, részint azok
szogfelezbivel parhuzamos egyenesek — egyenleteit kaptuk, igy az 4j ellipszisnek a — legfeljebb — nyolc nem korlatos
tartomanyba esd része a megfelels egyenletii egyenes ide es6 szakasza.

Lathato, hogy mind a nyolc egyenesnek ugyanakkor — a ¢ + d < a esetben — van pontja a megfelels tartomanyok
belsejében. Ekkor a ,k6zépss” tartomanyon természetesen nem teljesiil a ¢ + d = a feltétel, igy ha ¢ + d < a, akkor



az Uj ellipszis egy — a ¢ vagy d = 0 esetben elfajulé — nyolcszog (4. dbra, c =d =1, a = 3). Ha példaul ¢ = 0, akkor
a nyolcszognek az z tengellyel parhuzamos oldalai egyetlen pontta zsugorodnak (5. dbra, ¢ =0, d =1, a = 3), és
igy hatszoget kapunk, ha pedig ¢ = d = 0, akkor ugyanez torténik az y tengellyel parhuzamos oldalakkal is (6. abra,
c=d =0, a=3), az 4j ellipszis négyzet. (A két adott pont ilyenkor egybeesik, tehat ebben a speciilis esetben adott
ponttol adott ,,uj tavolsagra” levs pontok halmazaval, 4ij kérrel allunk szemben.)
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4. dbra
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5. dbra
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6. dbra

Ha ¢+ d = a, akkor a 2. abra satirozott kozépss téglalapjat kapjuk a hatarold szakaszokkal egyiitt. Az 1j ellipszis
teh&t most egy zart téglalap pontjaibol all, ami az elfajulé esetekben szakassza, illetve ponttd zsugorodik.

Végiil ha ¢+ d > a, tehat a fokuszok 4j tavolsaga nagyobb, mint a megadott allando, akkor egyetlen tartomanyon
sem teljesiil a talalt egyenlet, igy ilyenkor nincs pontja az 1j ellipszisnek.

*

Az aj hiperbolak vizsgalata hasonld, bar a fentinél bonyolultabb esetvizsgalattal jar. Az Fy, Fy pontok megfelels
folvételekor tegyiik {6l azt is, hogy ¢ = d — ez nyilvan megtehets. Ezutan a H (x; y) pont akkor és csak akkor illeszkedik
az uj hiperboldra, ha

(1) [(lz = el + ly = d]) = (lz + c| + ly + d])| = 2a.
Most az alabbi egyenl6ségekre van sziikségiink :

2¢, ha x< —c¢
(2" |t —c|—|z+c =< -2z, ha —c<xz<Ze
—2¢, ha c<u,

illetve

2d, ha y<—d,
(3 ly—dl—|y+d/={ -2y, ha —d<y=d,
—2d, ha d<uy.

A | bels6” abszolutértékek vizsgalatakor most is a 2. abra tartoményai adodnak. A kilenc lehet&séget a 7. abra tabla-
zata foglalja 6ssze. (Zardjelben most is az egyenletek bal oldalara a megfelel6 tartomanyokon fennallé egyenlStlenségek
allnak, és a konnyebb hivatkozas céljabol megszamoztuk az egyes tartoményokat.) Hivjuk még az 5. tartomanyt az aj
hiperbola fétéglalapjinak.

1988-01-026-1.eps

7. dbra

Lathato, hogy most a ¢ + d < a esetben nincs pontja az Gj hiperbolanak, tehat itt az sziikséges, hogy a megadott
allando ne legyen nagyobb, mint a fokuszok 4j tavolsaga.

Most az 1. és 4., illetve a 2. és 3. tartomanyokon kapott feltételek nem fiiggenek x-t6l és y-tol, igy ezek a siknegyed-
parok vagy teljes egésziikben hozzatartoznak az 0j hiperbolédhoz, vagy egyetlen pontjuk sem. A ¢ 2 d foltevés miatt
az 1. és a 4. tartomanyban az abszolutérték jelek elhagyhatok, a 6. és 7. tartomanyban pedig csak y = ¢ — a, illetve
y = a — ¢ formaban bonthatok fel, hiszen a 6. és a 7. tartoményon |y| < d, és igy az y = a + ¢, illetve az y = —a — ¢
egyenlet egyenesek az elfajuld esetek kivételével e tartoményokon kiviil haladnak. Még igy is sokkal valtozatosabb
alakzatokhoz juthatunk, mint az el6bb, hiszen a ,kozéps&” harom tartoméanyon (5., 8., 9.) két-két egyenes egyenlete
adodik — ha a = 0, akkor ezek paronként egybeesnek — az pedig a paraméterek (c, d és a) viszonyatol fiigg, hogy ezek
az egyenesek hogyan helyezkednek el a megfelels tartomanyokhoz képest.



Az 4j hiperbolédnak a fétéglalap hatarara esé pontjait nyilvan az adott oldallal szomszédos mindkét tartomany
pontjaként megkaphatjuk, igy az Gj hiperbolanak a f&téglalap belsejében haladé szakaszai — az = + y = a és az
x4+ y = —a egyenleti egyenesek ide es6 részei — éppen a szomszédos tartomanyokban (6., 7., 8., 9.) halado6 félegyenes
vagy félegyenesek kezdGpontjaban metszik ennek a téglalapnak a keriiletét. Kivételt jelent, ha az |« +y| = a egyenletd
egyenespar a fétéglalap két atellenes csicsan halad 4t —ha a = ¢—d vagy a = c+d — ilyenkor ugyanis az j hiperbolahoz
a szoban forgd csicspéarra illeszkedd negyedsikok — 1. és 4., illetve 2. és 3. tartoményok — tartoznak.
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8. dbra

Marmost a ¢ 2 d foltevés mellett a fétéglalap és az |x + y| = a egyenleti egyenespar viszonyéat az hatarozza meg,
hogy a [c — d, ¢+ d] intervallumhoz képest hol helyezkedik el az a. A 8. 4bran — ahol a kdzéppontos szimmetria miatt
csak az © +y = a egyenletii egyenes lehetséges helyzeteit rajzoltuk meg — az a), b), ¢), d), e) tipusu elhelyezkedésekre

rendreaza=0,0<a<c—d,a=c—d,c—d<a<c+d,a=c+d esetekben keriil sor. Igy kapjuk a hats6é borito
abrait, és ezzel az 4j hiperbola tipusait, mig a 9. d4bra az elfajult tipusokat mutatja.
Ezzel a megoldast befejeztiik.
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9.a) dbra
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9.b) dbra
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9.c) dbra

Megjegyzés. Ha (P, Q) jeloli a P és @ pontok 1j tavolsagat, akkor, mint lattuk, Gj ellipszisben
2(C+d) = Z(Fl, Fz) < 2a,

4j hiperboladban pedig
2(C—|— d) = l(Fl, FQ) Z 2a

sziikséges, csakigy, mint a megfelels , hagyomanyos” kupszeletekben. Ezt kozvetleniil is megkaphattuk volna, ha fel-
hasznaljuk az 1j tavolsdgokra is érvényes

(P, Q)+UQ, R) ZU(P, R)
haromszog-egyenlétlenséget.

Az ,ij hiperbola” tipusai a flizet hatso boritdjarol:
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a) dbra
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b) dbra
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¢) dbra
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d) dbra
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e) dbra



