El6szor megmutatjuk, hogy minden pozitiv egész szam legfeljebb egyféleképpen allhat el6 a kivant alakban. Ha egy
A szamnak volna, két kiilonb6z6

(3) A=ar-U4as-214+---4ap -kl =by - U +by-214+--- 4+ by - k!

elgallitasa ( ar vagy by esetleg 0), akkor legyen j a legnagyobb index, melyre a; # b;. (3) atrendezésébdl
laj = bjlit < lay = bu[1 4+ + a1 = bjaf - (G = D

A 0=Zqa; =54, 0Zb; Sifeltetelek miatt |a; — 0| <4 (i=1, 2,1...), tehat

1< a; —bilf! S1-1 42204 4+ (j-1)(G—-1)=
=@ -1 +B -2+ -+ G -G -1 =4-1,

ami ellentmondas.
A tovabbiakban bebizonyitjuk, hogy minden pozitiv szam eld is all a keresett alakban, amihez elegendé megmutatni,
hogy tetszéleges k-ra minden k!-nal kisebb szam elGallithato.
Tekintsiik a
H:{a1'1!+a2'2!+~-~+ak,1~(k—1)!; O§ai, 1=1, 2, ..., k—l}

halmazt. Ennek minden eleme 0 és 1-114+2-21+-.. 4+ (k—1)(k—1)! = k! =1 kozott van. Minden egyes a; egymastol
fiiggetleniil (i 4+ 1) kiilonb6z6 értéket vehet fel, igy H-nak 1-2-...-k = k! eleme van, s az el6bb igazolt egyértelmiség
miatt ezek mind kiilonbozsk. Mivel 0-tol k! — 1-ig éppen k! darab szam van, tehat H = {0, 1, 2, ..., k! — 1.}, s ezzel
az allitast belattuk.

Megjegyzések: 1. Az egyértelmiiség természetesen ugy értends a feladatban, ahogyan azt szdmrendszerek esetében
megszoktuk, tehat a felesleges ,,vezet&” 0 szamjegyektol eltekintiink. Egész szigortan véve (3)-ban nem lett volna
szabad a két kiilonboz6 felirast azonos hosszisdgunak tekinteni, de nullakkal kiegészitve ez nyilvan mindig feltehetd.

2. Természetesen konstruktiv uton is el6 lehet allitani egy adott A szdm aq, as, ..., ai ,,Szdmjegyeit”:

Legyen k a legnagyobb olyan szam, melyre k! < A. Osszuk el A-t kl-sal maradékosan, azaz legyen

A=ay k!'+ A,
ahol k vélasztasa szerint
0<ap Sk, mAasrészt 0 A <k
Most Ag-t osszuk el (k — 1)l-sal s i. t.
Ap = ap—1(k — D)4+ Ag_1, 0<ar15k—1,0Z Ay < (k—1)!
Igy valoban megkapjuk az ai, as, ..., aj ,szadmjegyeket”.

Sokan nem utaltak azonban arra, hogy a; < . Masok pedig a maradékos osztas egyértelmiségére hivatkoztak az
elsallitas egyértelmiiségének ,,bizonyitasakor”’, ami pedig nem elegendd.

3. El lehet kezdeni az a;-k meghatarozasat a mésik iranybol is: A-t osszuk el maradékosan 2-vel, majd a hanyadost
3-mal, s i. t.:

A =2Hi+a;, 0Za; <2,
Hy =3Hs + ao, O§a2<3,

Hi 1 = kHy + ag, 0<ay<k.

Nyilvin A > Hy > Hs ..., és legyen Hy = 0.
Konnyen igazolhatod, hogy az igy kapott a1, ag, ..., ai szdmok megfelelnek. Itt sem elegendd azonban a maradékos
osztas egyértelmiiségére hivatkozni; ki kell egésziteni azzal, hogy

A=a1+2(a2+3(az+---+k-ar)...) é 0=Za;, =1

miatt aq sziikségképpen A-nak 2-vel valé osztasi maradéka (hiszen 2(as+3(as+- - -+k-ax) ... ) paros), aq sziikségképpen
Hi-nek 3-mal vett osztasi maradéka, s i. t.

4. A feladatban kimondott tétel tovabb altaldnosithato a kovetkezs formaban:

Adott a1, asz, ... egynél nagyobb egészek mellett minden A pozitiv egész szam egyértelmien all els

A=ci+co-a1+cz-ay-as+...+cp-a1-as-...-ag



alakban, ahol 0 S ¢; <a; (i =1, 2, ...).

5. Igaz az is, hogy minden 0 és 1 kozotti r raciondlis szam egyértelmien all elg

alakban, ahol by egész, 0 < by < k.
Ez azt is mutatja, hogy a faktorialis alapt szamrendszerben pontosan azok a szamok racionalisak, amelyek véges
sok ,jeggyel” felirhatok (szemben a végtelen tizedestort alakt racionalis szamokkal a tizes szamrendszerben).



