I. megoldas. Ilyen halmaz létezik, példaul a paratlan kitevsji kettdhatvanyok H halmaza, azaz H = {2, 23, 2°, ... 1.
Valasszuk ki ugyanis ennek egy tetszleges véges K = {2, 29 ... 2%} részhalmazat, és tegyiik fel, hogy
a; < ag < -0 < Q.

A K-beli elemek

S =20 4292 .. 420 =20 (1 42927 4 4297 M)

Osszege 2-nek pontosan az ai-edik hatvanyaval oszthato, hiszen a zarojelben paratlan szam all (a; > a1, @ =
2, 3, ..., m). Mivel egy négyzetszam primtényez6s felbontdsaban minden primnek paros hatvanyon kell szerepel-
nie, ezért S nem négyzetszam, vagyis a megadott H halmaz valéban kielégiti a feltételeket.

II. megoldas. Mutatunk egy lényegesen mas konstrukciot, mikdzben rekurziv modon adunk meg egy megfelels
a, sorozatot. Legyen a; = 2 és ha a,, -ig mar definidltuk a sorozat elemeit, akkor legyen

ani1 = (a1 +ag +---+ap)? +1.

Nyilvan a1 < ag < -+ < ap < ..., tehat a H = {a1, a2, ...} halmaznak végtelen sok eleme van.
Tekintsiik ennek egy tetszoleges véges K = {ai,, a;2, ..., a;,} részhalmazat, amelynek legyen a;_ a legnagyobb
eleme. (Nyilvan foltehets, hogy K legalabb kételemd, hisz H elemei nem négyzetszamok.) Ekkor az

(a1+a2+~-+aim,1)2 < a;, < (ai1+...+aim,1)+aim =
=(a1+ - Fai,-1)+ (@ +a+ - +a,-1)"+1< (a1 +a+-+a;,_1+1)°

egyenlGtlenség mutatja, hogy a K-beli elemek a;, +ai, +. ..+ a;,, Osszege két szomszédos négyzetszam kozé esik, tehat
nem lehet négyzetszam.

Megjegyzések:

1. Sokan megemlitették, hogy az elsé megoldasban mutatott H halmazban 2 helyett tetszéleges nem négyzetszamot
is irhatnank. Peldaul a H = {10, 103, 10°, ...} halmaz tetszéleges véges részhalmazaban az elemek Gsszege paratlan
sok nullara végzddik, tehat nem négyzetszam.

2. A feladat altalanosithato négyzetszamok helyett tetszéleges k-adik hatvanyokra. Mindkét megoldas gondolatme-
netével konstrualhaté olyan végtelen szamhalmaz, amelynek egyetlen véges részhalmazaban sem teljes k-adik hatvany
az elemek Gsszege.

Németh Endre (Budapest, Fazekas M. Gimun., I. 0. t.) a kovetkezs altalanositast igazolta:

Ha megadunk néhany egynél nagyobb pozitiv egész ki, ko, ..., k., szdmot, akkor 1étezik pozitiv egészekbdl 4llo
olyan végtelen halmaz, melynek egyetlen nem iires véges részhalmazaban sem teljes ki-ik, vagy ko-ik, ..., vagy kp,-ik
hatvany az elemek Osszege. Bizonyitdsaban az I. megoldas gondolatmenetét hasznalta a H = {2, ofHL 92KAHL, 3
halmazra, ahol K = ky - ky - ... k.

3. Bencziur Péter (Budapest, Fazekas M. Gimn., I. o. t.) megmutatta, hogy a feladat kérdésére adott vélasz négy-
zetszamok helyett tetsz6leges olyan pozitiv egészekbdl 4ll6 monoton néves ci, co, ... szdmsorozatra is igenls, melynek
kiilénbségsorozata (tehat a co —c1, ¢3 —ca ..., Cpy1 — Cn, ... sorozat) nem korlatos. (A feladatban ¢, = nz.) Bi-
zonyitasdban a II. megoldashoz hasonléan rekurzioval definidlta a halmaz elemeit; a meglévs ay, as ..., a, elemek
utan a,yi-et ¢, + 1 -nek vélasztotta, ahol ¢, 41 — ¢, > a1 + -+ + a, + 1. A kiilonbségsorozatra tett feltétel miatt
ilyen m index mindig talalhato.

4. Tobben ugy fogalmaztak a II. megoldas gondolatmenetéhez hasonlé okoskodésukat, hogy barmely véges halmaz-
hoz, melynek egyetlen részhalmazaban sem négyzetszam az elemek Osszege, hozzavehet6 még egy szam gy, hogy az
igy kapott bévebb halmazra is igaz marad ez a feltétel.

Ezzel sz6 szerint azt mutattak meg, hogy tetsz6legesen nagy megfelel6 halmaz talalhato, de a feladat ennél tSbbet
kivant, hiszen egy végtelen halmazt kellett keresni. Ebben az esetben — némi atfogalmazassal — bizonyitasuk atvihetd
a végtelen halmaz esetére, de ez nem mindig van igy, ezért a jov6ben {igyeljenek erre jobban megoldéink.



