I. megoldas. ElGszor is jegyezziik meg, hogy hacsak P és @ nem azonosak O-val, akkor a szerkesztés segédpontjai
és igy P @ Q is egyértelmien létrejonnek. Az O = P = @ esetben legyen P & @Q = O.

A masodik és a harmadik tulajdonsag bizonyitasa soran tobbszor fel fogjuk hasznalni az alabbi kdnnyen belathato
allitast:

(*) Ha A1B1Cy és AaB2Cy olyan hdromszogek a sikon, amelyekre az A1By és Ay Bs valamint a B1Ch és a BaCy
oldalak parhuzamosak, akkor a két haromszég A1C1 és AsCs oldalai pontosan akkor pdrhuzamosak, ha az A1 Az, B1 B>
és C1Cy egyenesek egy ponton mennek dt, vagy pdrhuzamosak (1.a, b abra).
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1.a dbra

1988-02-070-2.eps
1.b dbra

Ez az dgynevezett Desargues-féle haromszogtétel egyik specidlis esete. Ez utobbinak bizonyitasa megtalalhato pl.
Reiman Istvin: A geometria és hatarteriiletei c. kdnyvének 341-342. oldalan.
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2. dbra

El6szor az a) tulajdonsagot bizonyitjuk. Vizsgaljuk meg, hogy mik lesznek a feladatban leirt A, B, C, D pontok
megfelelsi, ha O @ P-t szerkesztjiik. Az eljaras szerintA = O (2. abra), ezért B az x és y egyenesek metszéspontjaként
szintén O-nak adodik. A B-n d4tmend e-vel parhuzamos egyenes most e, és igy a C' az e egyenes és a P-n dtmend, y-nal
parhuzamos egyenes metszéspontja. Igy D = C, vagyis O @ P = P. Az a) 4llitas tehat igaz.
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3. dbra

A b) allitas bizonyitasadhoz a 3. abrat fogjuk hasznalni. Ez ugyan a pontoknak csak egy adott elrendezésére vonat-
kozik, de a tovabbi esetek ugyanugy kezelheték. Az Ay, By, C1, D1 pontok jelolik az A, B, C, D pontok megfelel&it
a P @ Q szerkesztésénél, mig az Ao, B, Cy, Do pontok ugyanezek megfelelsit akkor, amikor QQ & P-t szerkesztjiik.
Elegendd azt megmutatnunk, hogy a C1Cs egyenes parhuzamos x-szel, mert ez azt jelenti, hogy a D; és a Dy pontok
egybeesnek, ebbdl pedig mar kovetkezik, hogy a P @ Q és a @ @ P pontok azonosak. Az E, F; G pontok legyenek
rendre a B1 Ay és C1Ag, Bo Ay és Cy Ay, B1 By és C1C egyenesek metszéspontjai. Ekkor a C1 B1E és a CyBs F' harom-
szogek megfelels oldalai parhuzamosak, hiszen a szerkesztés szerint a megfelels oldalparok az e, x és az y egyenesekkel
parhuzamosak. Mivel a C1Cy és a By By egyenesek a G pontban metszik egymast, ezért a (*) allitas szerint az EF
egyenes is atmegy a G ponton.

Tekintsiik ezutéan az A1 FAs és a C2G B2 haromszogeket. A csicsokat az (A1, Co), (E, G), (A2, Bs) parokba
rendezve az 0sszekOtd egyenesek atmennek az F' ponton, ezen kivill az A1 Ay és CoBs valamint az AsFE és ByG
egyenesek parhuzamosak (el6bbiek az e-vel, utobbiak pedig az y-nal). A (*) allitds miatt tehat a GCs egyenes is
parhuzamos az x-szel parhuzamos EFA; egyenessel. Mivel pedig a GCy és a C1Cy egyenesek azonosak, a C1C5 is a
pérhuzamos az x-szel, mi pedig éppen ezt akartuk bizonyitani.
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4. dbra

A c¢) allitas bizonyitasahoz tekintsiik a 4. abrat. Az Ay, By, C1, D1 pontok most is az A, B, C, D pontok megfelelsit
jelolik P @ @ szerkesztésénél, mig az As, Bo, Ca, Do pontok ugyanezek megfelelsit QQ @ R szerkesztésénél. A tovabbi
segédpontok megfeleldit az alabbi tablazat tiinteti f6l.
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Az el6z6 esethez hasonloan most is azt kell igazolnunk, hogy a C pontnak a (P & Q) ® R, illetve a P & (Q ® R)
pontok szerkesztésekor kapott megfelelsit, tehat az F-et és a G-t 0sszekot6 egyenes parhuzamos z-szel. Ekkor metszi
ki ugyanis az F-en, illetve a G-n atmens, x-szel parhuzamos egyenes ugyanazt a D* pontot az e egyenesbol.

Az Ay By FE és a DoCo F haromszogek csticsait 6sszekots egyenesek koziil Ao Do, BoCly és EF az e-vel és igy egyméssal
is parhuzamosak. Az Ay By és Cy Do, valamint a BoE és Co I oldalak parhuzamosak az z, illetve az y egyenessel, ezért a
(*) allitas miatt a haromszogek harmadik, Ao E és Do F' oldalai is parhuzamosak. Ekkor viszont az AsC1E és a DoGF
haromszogekben — ahol az As Do, C1G, E'F egyenesek parhuzamosak — az Ao E és a Do F oldalak mellett az AsCh és a
DG oldalak is parhuzamosak, tehat a (*) allitds miatt a két haromszogben a harmadik oldalak, EC; és FG is azok.
Mivel ECy parhuzamos z-szel, ezért F'G is az, és ezt akartuk bizonyitani. A c) tulajdonsag tehat szintén teljesil.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

II. megoldas. A szerkesztési eljaras szerint az alabbi vektorok megegyeznek (5. dbra):
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5. dbra

OP =BA=CD=Q(PaQq).

Ha most az O pontbol helyvektorokat inditunk a megadott pontokhoz, akkor a fentiek szerint

OP+00=00+Q(PoQ)=0Pa Q).

Ez azt jelenti, hogy a @ miivelet az = egyenesen megegyezik a vektorok Gsszeadasaval. A vektorok Osszeadésa
viszont rendelkezik az a), b), ¢) tulajdonsagokkal, tehat azokkal a @ miivelet is rendelkezik.
Ezzel az allitast belattuk.

Megjegyzések: 1. Az 1. megoldas latszolag sokkal bonyolultabb, mint a II. Ez azért van, mert az I. megoldasban
csak Desargues tételét hasznéljuk fel, mig a II. megoldasban a vektorok miiveleti tulajdonsagait. Ezeknek a miveleti
tulajdonsagoknak a preciz bizonyitasa legalabb olyan hosszadalmas, mint az I. megoldas.

2. Ha z és y egy derékszogl koordinata-rendszer két tengelye, e pedig az y = = egyenletti egyenes, akkor a @
mivelet megegyezik a valos szdmok megszokott 0sszeadasaval.



