Ilyen f fiiggvény létezik, egy ilyet a kovetkezs 1épésekben szerkeszthetiink meg :

Legyen az f paratlan, azaz minden z -re f(—2) = —f(z). Igy £(0) = 0, és elegends a fiiggvényt a pozitiv szamokon
megadnunk.
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Legyen tovabba f <—> =n+1,han = 1egész, és f(m) = 7 ha m = 2 egész. Ezzel [ -et a pozitiv egészek és
n m—

azok reciprokai halmazan is értelmeztiik, és az is latszik, hogy ezen a halmazon f rendelkezik az el6irt tulajdonsaggal.

Vegiil az ezektol kiilonbozé pozitiv szamokra legyen f(z) = —, ha x > 1 és
x

1
fz)=——,ha0<z<1.
x
Az f fiiggvényt igy minden valés szamra értelmeztiik, és lathato, hogy rendelkezik az el@irt tulajdonsaggal.

Megjegyzések. 1. Megmutatjuk, hogyan adhato meg valamennyi olyan f fliggvény, amelyre fennall az f(f(z)) = —x
Osszefiiggeés.

A feltételbdl f(f(f(x))) = f(—=z) kovetkezik, a bal oldal pedig ugyancsak a feltétel szerint — f(x)-szel egyenld, igy
minden megfelels fiiggvény paratlan.

1987-12-449-1.eps

Ha f(u) = u, akkor f(f(u)) = f(u) is igaz, és az utobbi egyenldség bal oldalan —u all, vagyis u = —u, tehat u = 0.
A 0-t6l kiilonb6z6 szamokra tehat a helyettesitett érték és a fliggvényérték nem lehet egyenld.

Ha f(u) =0, akkor 0 = f(0) = f(f(u)) = —u, tehat a fliggvény csak a 0-hoz rendel 0-t.

Vegyiik észre, hogy ha f(u) = v értéke adott, akkor a feltétel a fiiggvényt a v, —u és a —v helyeken is meghatéarozza:
f() = —u, f(—u) = —v és f(—v) = u. Megforditva, ha az u és v szamok egymastol és a 0-t6l is kiilonboznek, akkor
az {u, v, —u, —v} szamhalmazon a fenti egyenlGségekkel értelmezett f fliggvény rendelkezik az el6irt tulajdonsaggal.
Miutan pedig az f ,nem vezet” ki a fenti szamnégyesbdl, masutt semmilyen megszoritast nem jelent az f(u) = v
vélasztas.

Ez azt jelenti, hogy ha a 0-tol kiildnb6z6 valos szamokat {u, v, —u, —v} alakd négyesekre osztjuk, és az egyes
négyeseken beliil f -et a fenti egyenlSségekkel adjuk meg, f(0) értékét pedig 0-nak valasztjuk, akkor megfelels figgvényt
kapunk, és megforditva, minden megfelels fiiggvény megkaphatd ezen a médon.

A felosztashoz nyilvan a pozitiv szdmokat kell parokba rendezniink. A megoldasban adott fliggvény a kézenfekvs
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x <> — parositds modositdsaval jott létre, mert el kellett keriilniink, hogy az 1 sajat maganak legyen a parja. A

x
parositas igy a kovetkezs:
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Nyilvan végtelen sok lehet&ség van, a bekiildott dolgozatok nagy részében az {x <> x + 1, [z] paros} megfeleltetés
szerepelt.

2. A feladat csak annyit kérdezett, 1étezik-e az adott tulajdonsagu f fiiggvény. Mint lattuk, ez azon milik, hogy
a pozitiv valés szamok halmaza parokba rendezhets. Ezt gy a legkonnyebb megmutatni, ha megadunk egy ilyen
elrendezést és ezzel természetesen magat a fliggvényt is. Ha csupan annyit akarnénk bizonyitani, hogy ilyen felosztas
létezik, akkor a végtelen halmazok tulajdonsigainak alaposabb ismeretére volna sziikségiink.



