Jeloljiik az adott kifejezést P(a, b)-vel. Ha k tetszdleges nemnegativ egész és a = 5k%, b = 2k?, akkor P(a, b) =
(V5 —V2)(V5+V2)k = 3k, igy alkalmas a és b egészekkel a 3 minden nemnegativ tbbszorose el6all P(a, b) alakban.
Megmutatjuk, hogy épp ezek a szamok a széban forgod kifejezés egész — sét racionélis — értékei, azaz ha az a és b
nemnegativ egészekre P(a, b) raciondlis, akkor a 3 nemnegativ t6bbszorose.

Tekintsiik ehhez a Q(a, b) = (V5 + v2)(va — Vb) mennyiséget.

Mivel P(a, b) - Q(a, b) = 3(a — b), ezért ha az a és b nemnegativ egészekre P(a,b) racionalis, akkor Q(a,b) is az,
hisz P(a, b) # 0, ha a és b nem egyszerre 0.

Ha tehat P(a, b) raciondlis, akkor ugyancsak raciondlis az

(P(a, b)+ Q(a+b)) = Vba — vV2b

N | =

u =

v:%(P(a, b) — Q(a+b)) = V5b—V2a

is. A megoldas soran sziikségiink lesz az alabbi segédtételre:

(*) kiilonboz6 nemnegativ egész m, n szdmokra /m — \/n csak gy lehet raciondlis, ha m is és n is négyzetszdm.

Valoban, (vm—+/n)(v/m++/n) = m—n, és igy most (v/m—+/n)-nel egyiitt (v/m++/n) is racionélis. Ekkor viszont
e két mennyiség Osszege, 2v/m és kiilonbsége, 21/n ugyancsak raciondlis. Miutan pedig egy egész szam négyzetgyoke
pontosan akkor raciondlis, ha a szam négyzetszam, a (*) allitast bebizonyitottuk.

A tovabbiakban u és v lehetséges értékei szerint harom esetet kiilonboztetiink meg.

1. u és v egyike sem nulla.

A (*) allitas szerint ekkor u-ban és v-ben négyzetszamok allnak a négyzetgyok-jelek alatt. Igy 5a és 2a, illetve 5b
és 2b négyzetszamok, emiatt szorzatuk, 10a?, illetve 10b% is az, ami pedig csak ugy lehet, ha a = b = 0, hisz a 10 nem
négyzetszam. Ez az eset tehat nem lehetséges, hisz ekkor u = v = 0 volna.

2. u is és v is nulla.

Ekkor 5a = 2b és 5b = 2a, ahonnan a = b = 0. Ilyenkor P = 0.

3. u és v koziil pontosan az egyik nulla.

Ha példaul u # 0, akkor a (*) allitas szerint 5a és 2b négyzetszamok, azaz alkalmas k és [ nemnegativ egészekkel
a = 5k? és b = 212, A v = 0 feltételbsl viszont 2a = 5b, azazk = | adodik, ilyenkor tehat a = 5k* és b = 2k?. Ez
viszont, mint lattuk, épp azt jelenti, hogy P(a, b) 3-mal oszthat6 egész. Hasonl6 eredményre vezet az uw = 0, v # 0
folteveés is.

Belattuk tehat, hogy ha P(a, b) racionalis, akkor valoban egész és oszthaté 3-mal, igy a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzés. A dolgozatok egy részében a szerzk ismételt négyzetre emelések utan a racionédlis és az irracionélis
részek szétvalasztasaval jutottak el a megoldashoz, mikozben gyakran elmaradt egy-egy lehetdség pontos vizsgalata.



