I. megoldas. Megmutatjuk, hogy a feltételekbdl kovetkezik a sokszog szabélyossaga. Azt kell bebizonyitanunk,
hogy a sokszog oldalai is, szogei is egyenlGek.
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1. dbra

Legyenek a sokszog csucsai Ay, Ag, ..., Ap, a beirt kor és az oldalak érintési pontjai rendre E1, Fa, ..., E,; a beirt
és a korilirt kor sugara r, illetve R, a korok kozos kozéppontja pedig O (1. dbra). Az A; A; 11 egyenes az E; pontban
érinti a sokszog beirt korét, tehat OF; mer6leges A; 4, 1-re (i = 1,2, ...,n; Apy1 = A1). Masrésat OA; = R és
OF; = r minden i-re, tehat az OF; A; és az OF; A; 41 tipust haromszogek mindannyian egybevigoak, mert megegyezik
két oldaluk, és van egy derékszogiik. Ezért a sokszog valamennyi oldala egyenls (mindegyikiik hossza egyenls azA; Fq
szakasz hosszanak 2-szeresével), és valamennyi szOge is megegyezik (mindegyik egyenls az O A, Ey szog 2-szeresével).
— Ezzel belattuk allitasunkat.

II. megoldas. Az elbbi jelolésekkel: minden i-re az A;A;+1 oldal a koriilirt kérnek az O kozépponttol r tévol-
sagra léve hurja, tehat az oldalak egyenl6k. Eszerint az A;_1A;A;y1 (irdnyitott) szog széarai alkalmas elforditassal
egyértelmtien atvihet6k az Ap_1ApApy1 sz0g szaraiba, tehat a sokszog tetszGleges A; és Ay cstcsandal levs szogek
egyenlGk.

Megjegyzések. 1. Ha a két kor kozéppontja nem esik egybe, akkor a sokszog nem lehet szabalyos, oldalai legfol-
jebb kettesével lehetnek egyenlSk. A kisebbik kor nyilvan teljesen benne van a nagyobbikban. Ha a kisebbik koriil
koriilforgatjuk az érinté egyenest, az érint6bsl a nagyobbik kor altal kimetszett hir novekszik, majd csokken, és is-
mét novekszik. A korok kozéppontjait 6sszekotd tengelyre szimmetrikus helyzetekben a hirok egyenlék, igy minden
hurhosszisag csak két helyzetben fordul els, a legkisebb és a legnagyobb hir pedig csak egy-egy helyzetben.

2. Vannak olyan n-szogek, amelyek nem szabalyosak, mégis van koriilirt és beirt koriik, és ezeknek persze nem k6zos
a kozéppontjuk. Az ilyeneket bicentrikus sokszognek nevezik, azaz két kézépponttal biroknak. Trivialis példa erre az
n = 3 eset, ez semmi kiilonlegességet sem jelent.
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De mindjart méas a kérdés, ha a két kor el6re van megadva (nem koncentrikusan), és olyan haromszoget keresiink,
amely a nagyobbik korbe bele van irva, a kisebbnek pedig koréje. Ha a sugarak R és r, és a kézéppontok tavolsaga d,
akkor ilyen haromszog létezésének sziikséges és elegendd feltétele, hogy d* = R(R—2r) legyen. Ezt az 6szzefiiggést Euler
féle relacionak nevezik. (Lasd pl Kirschdk L.—Hajos Gy.—Neukomm Gy.—Surdnyi J.: Matematikai Versenytételek, 1.
kotet, Tankonyvkiado, 1965. 40. oldal.) Ha ez a feltétel teljesiil, gy végtelen sok megfelels haromszog van (enélkiil
pedig nincs megoldés). A nagy kér barmely pontjabol kiindulva kapunk egyet, hasonléan a kis kér barmelyik érint§jébél
indulva is. Ha pl. a nagy kér A pontjabol a kis korhoz huzott érint6k masodszorra B-ben és C-ben metszik a nagy
kort, akkor a BC' egyenes szintén érinti a kis kort.

Ugyanezt a ,zarodast” sokkal altalanosaban bizonyitotta J. Poncelet francia matematikus (1822), tetszéleges két
kupszeletre, tetszéleges n oldalszamra, ha a két kupszelet eleget tesz bizonyos feltételeknek.

Visszatérve két korre, a bicentrikus 4-, 5-, 6-, 7- és 8-szogekre vonatkozo, R, r és d kozti Osszefiiggést méar 1794-ben
megadta N. Fuss, (1755-1826), aki Euler tanitvanya és utéda volt. Erdekes hasonlosdg van az n = 3 és n = 4 esetek
feltételében, alkalmas rendezéssel igy irhatok:
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Az n =4, 5, 6 és 8 esetekre J. Steiner (1796-1863) sorra a kovetkezs feltételeket kozolte (az n = 8-as Osszefiiggést
korrigalva kozoljiik):
(R* — d*)? = 2r*(R* + d?);
r(R—d)=(R+dVR—r—dVR—r+d+V2R);
3(R? — d*)* = 4r*(R? + d*)(R? — d*)® 4+ 16 R*d*r*;
(R? —d?)® — 8(R* — d*)5(R? + d®)r* + 8(R? — d*)*[8R*d® + (R* + d*)?]r*—
—128R2%d*(R? — d?)(R? + d*)r® + 128 R%d*(R* + d*)r® = 0.

Megvalasztva kett6t R, r és d koziil, a harmadikra ad6do egyenlet valos gyokei kozott tn. idegen gyokok is el6fordulnak,
amelyek csak mesterkélten vagy egyaltalan nem értelmezhetSk az eredeti probléma szellemében.



3. Bicentrikus négysziget egyszertien szerkeszthetiink a beirt korbdl kiindulva: ehhez érintSket huzva egy merdéleges
hurpérja végpontjaiban, egy htrnégyszog oldalegyeneseit kapjuk. Itt lényegében 3 érintési pontot valasztottunk meg
a beirt koron.
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Félig-meddig megforditasnak tekinthetd a kdvetkezs: a bicentrikus négyszog 3 csticsat megvalasztva, megszerkeszt-
het6 a negyedik cstcs tgy, hogy rajta legyen az elsé harom csticcsal meghatarozott kéron, és hogy a négyszognek
valoban legyen beirt (az oldalegyeneseket érint6) kore. (Lasd KoMaL Gy. 787, 1963. oktober, az 1962. évi Nemzetkozi
Matematikai Didkolimpia feladata.)



