I. megoldas. A bizonyitandé egyenlGtlenség bal oldalat
5(ab+ be + ed + ac + ad + bd) + 3(ac + ad + bd)

alakba irva lathato, hogy az Osszeg els6 tagjdban az a, b, ¢, d szdmokbol készitheté hat darab szorzat Gsszege all, ami
nem mas, mint (a + b+ ¢+ d)? — (a® + b + ¢ + d?) fele. A feltétel szerint a négy szam Gsszege 0, igy (1) bal oldala a

5
—=(a? 4+ b2+ 2+ d?) + 3(ac + ad + bd),
2
a bizonyitandoé egyenl6tlenség pedig a
(2) 6(ac+ ad + bd) < 5(a® + b + ¢ + d?)

alakot Olti.

A (2) bal oldalan a ,nem szimmetrikus” ac+ ad + bd Gsszeg (a+b) (c+ d) — be alakba irhato, és itt a kiilonbség elsé
tagjaban a tényezdk, (a +b) és (c+d) ellenkezs elGjeltiek, hiszen Osszegiik a feltétel szerint 0. Ezért (a+b)(c+d) £ 0,
azaz (2) bal oldala, 6[(a + b)(c + d) — bc] £ —6bc, és igy elegendd megmutatnunk, hogy

—6bc < 5(a” +b% + * + d?).
Ez viszont konnyen lathato, hiszen

5(a? + b + % + d?) + 6bc = 5(a® + d?) + 4(b* + ¢ + 2bc) + (b* + ¢* — 2bc)
(b+e)? (b—c)?

négyzetszamok Osszegeként valéban nem lehet negativ.

II. megoldas. A feltételiil adott a + b+ ¢+ d = 0 egyenlGséget négyzetre emelve és 3-mal szorozva kapjuk, hogy
3(a® + % + 2 + d*) + 6(ab + be + cd) + 6(ac + ad + bd) = 0,
ahonnan rendezés utan

5(ab+ be + cd) + 8(ac + ad + bd) + ab + be + ed — 2(ac + ad + bd)+
+3(a*+0* +* +d*) =0

adodik.
Ezt felhasznalva azt kell igazolnunk, hogy

3(a® + b+ + d?) + ab+ be + cd — 2(ac + ad + bd) > 0.
A kapott egyenléStlenség bal oldala az alabbi alakba irhato:

(a—c)2—|—(a—d)2—|—(b—d)2—|—(g+b)2—|— <g+c>2+<c+g)2+g(a2+b2+d2),

ami valéban nem lehet negativ.

Megjegyzés. Mindkét megoldéasbol lathato, hogy egyenlség csak az a = b = ¢ = d = 0 esetben all fenn.



