Vizsgaljuk meg, hol lehetnek a kocka csticsai. A tetraéder élén nem lehet a kockanak csicsa, mert ekkor a kocka két,
egymassal hegyesszoget bezard sik — a tetraéder két szomszédos lapsikja — altal meghatarozott térrészben lenne ugy,
hogy a sikok metszésvonalan is volna pontja, ez pedig nem lehetséges. Ennek a szemlélet alapjan nyilvanvalénak ting
allitdsnak a bizonyitdsat — annak hosszadalmas volta miatt — elhagyjuk. Az olvasé kisérelje meg 6nélldan elvégezni a
bizonyitéast,.

A kocka csucsai tehat a tetraéderlapok belsé pontjai. Nézziik meg, hogy a 8 csiics hanyféleképpen helyezkedhet
el a 4 lapon. Mivel 8/4 = 2, igy van olyan tetraéderlap, amelyen legalabb 2 cstcs van. Ha egyiken sincs 2-nél t6bb,
akkor mind a 4 lapon pontosan 2-nek kell lennie, ez az els§ eset. Ha egy lapon 3 kockacsiics van, akkor e 3 csics a
kocka egy lapjanak 3 csicsa kell legyen. Minden mas esetben ugyanis az e 3 kockacsicsra illeszkeds sik — amely most a
tetraéder lapsikja — metszi a kockat, ami nem lehet. Ebben a méasodik esetben tehat a kocka egy lapja a tetraéder egy
lapjéra illeszkedik. A cstcsok elhelyezkedését illetGen tobb lehet&ség nincs, ugyanis 4-nél tobb kockacstics nem lehet
egy sikban.

Vizsgaljuk most meg a talalt két lehetGséget.

1. Az elsG esetben tehat 2-2 kockacstics van a tetraéder minden lapjan. Ezek a cstcsok a kocka egy-egy élének
végpontjai kell legyenek, ellenkezs esetben ugyanis a szoban forgo tetraéderlap sikja metszené a kockit, vagy pedig
tovabbi kockacsicsok is volnanak ezen a lapon. A tetraéder minden lapjara illeszkedik tehat a kockdnak egy-egy éle.
Mivel a 12 kockaél 3 csoportba oszthatd gy, hogy egy-egy csoportban egymaéssal parhuzamos élek vannak (1. dbra a,
b, ¢), a 4 tetraéderlap kozott van olyan 2, hogy az arra illeszkedd kockaélek parhuzamosak. Legyen ez a két lap ABC
és DBC, a rajuk illeszked6 kockaélek pedig IJ, illetve K L.
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1.c dbra

Megmutatjuk, hogy a két lap metszésvonala, a BC' egyenes, parhuzamos a kocka IJ és KL éleivel. Az IJ és a BC
egyenesek benne vannak az ABC' sikban, tehat nem lehetnek kitéréek. Az IJ és a BC egyeneseknek nem lehet kozos
pontja, mert ha P ilyen pont lenne, akkor P benne lenne az egymastol kiilonb6z6 IJK L és K LBC sikokban is — mint
az 1J, illetve a BC' egyenes pontja —, vagyis rajta lenne a két sik KL metszésvonalan. Ez viszont nem lehet, mert az
1J és a KL egyenesek parhuzamosak.

Most nézziik meg, hogy a masik két tetraéderlapon levs élek milyenek lehetnek. Tudjuk, hogy az IJ, KL, MN, OP
éleknek a kockaban nincs kdzos csticsuk; ezért ezek az élek csak az 1. dbran lathaté esetek egyikével megegyezé mddon
helyezkedhetnek el. Szamunkra ebbdl most csak az a fontos, hogy a masik két tetraéderlapra illeszked6 kockaélek
is parhuzamosak. Ekkor viszont az el6z6h6z hasonld gondolatmenettel belathatjuk, hogy a kocka M N és OP élei a
tetraéder AD élével parhuzamosak. Mivel AD és BC' — mint a szabélyos tetraéder két kitérs éle — egyméasra merdéleges,
ezért a kockaélek a tetraéder lapjain csak az 1/b abran lathat6 modon helyezkedhetnek el.

Mivel az IJK L sik parhuzamos az M NOP sikkal és IJKL nem metszi BC-t, M NOP nem metszi AD-t, ezért
mindketts parhuzamos azzal az egyértelmiien meghatarozott e sikkal, ami d&tmegy BC-n és nem metszi AD-t (2. dbra).
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Tekintsiik a tetraéder meréleges vetiiletét az e sikon (3.abra). A tetraéder képe az A’ BCD’ négyzet, a kocka képe
az I'JK'L’ négyzet (I' = M'; J' = O'; K' = N'; L' = P'). Az IJKL sik a tetraédert egy téglalapban metszi,
ennek képe a Q' R'S'T’ téglalap, az M NOP sik és a tetraéder metszetének képe pedig a V'W/'X'Y” téglalap. A kocka
képe éppen a Q'R'S'T’' és V'W’'X'Y’ téglalapok metszete, tehat a metszetnek négyzetnek kell lennie, vagyis a két
téglalap egybevagd. Ez azt jelenti, hogy az IJK L sik ugyanolyan messze van a BC élt6l, mint az M NOP sik az AD
élt6l. Ha a két sikot egymas felé mozgatjuk agy, hogy a BC-t6l, illetve AD-t6l valo tavolsdguk mindig egyenls, akkor



tavolsdguk csokkenésével néni fog az altaluk az elgbbiek alapjan meghatarozott négyzet oldala. Ezért lesz egy olyan
egyértelmien meghatarozott allapot, amikor a két sik tévolsadga megegyezik az I'J'K'L’ négyzet oldalaval, vagyis
amikor az IJK LM NOP test kocka.

Tehat egyértelmten létezik olyan kocka, amelynek csticsai koziil a tetraéder minden lapjara 2 esik.
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4. dbra

2. A masik esetben a tetraéder egyik lapjan 4 csiicsa van a beirt kockanak. Legyen ez a lap ABC. A 4 kockacstcs a
kocka egyik lapjanak 4 csucsa kell hogy legyen, kiilonben az ABC' sik metszené a kockat, ami lehetetlen. Legyen ez a 4
csucs I, J, K, L, a kocka mésik négy csicsa pedig sorra M, N, O, P. Tekintsiik az M NOP siknak a tetraéderrel vett
metszetét. Bz egy A’B’'C’ szabalyos haromszog, mert az M NOP sik parhuzamos a szabalyos tetraéder ABC lapjaval,
és az M NOP négyzet minden csticsa ennek a haromszognek a keriiletén van. Ez csak az 5. 4bran lathato, egyértelmtien
meghatarozott esetben lehet. Tehét az A’ B’'C’ metszet (szimmetriatol eltekintve) egyértelmien meghatérozza az M,
N, O, P pontokat, és ezek merdleges vetiileteként az I, J, K, L pontokat. Altalanos esetben ezek a pontok egy
négyzetes hasab csicsai lesznek, és az A'B’'C’ sik egyetlen helyzetében lesz ez a hasab kocka. Tehat ebben az esetben
is egyetlen kocka van, ami a tetraéderbe irhatoé.

Ezek utan ratériink a kockak élhosszanak kiszamitasara.
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El6szor a masodik esetet vizsgaljuk. A tetraéder élhossza legyen egységnyi. Ekkor a tetraéder testmagassaga 1/2/3.
A 4. és az 5. 4bra jeldléseit hasznalva : DA’ = p. Mivel a DA’'C’ haromszog szabalyos, igy A'C’ = p; legyen a kocka
éle a, ekkor C'P = PO = PM = a.

A C'PO héromszog szabélyos, igy C'W = V3 - a/2, amibsl C'V = a(1 + V/3/2), tehat

14+V3/2 243

Mivel a DABC tetraéder hasonlé a DA’ B'C’ tetraéderhez, igy a magassaguk aranya megegyezik éleik aranyaval, vagyis
a DA'B'C’ tetraéder magassaga p - \/2/3. A két tetraéder magassaganak kiilonbsége éppen a kocka élhossza, tehat

V2/3-p-V2/3=q,

(1) p=a

és p helyére (1)-et beirva

V2 V2(24+/3)
— =q-—————% +a.
V3 3
Tehat a kocka éle ebben az esetben :
a= v 0,2959.
3+v6+2v2

Az els6 esetben szintén legyen a tetraéder élhossza 1, és jelolje a a kocka élhosszat, p az M NOP siknak AD-t6] vett
tavolsagat. Nyilvan ugyanez a p lesz az IJK L siknak a BC-t6l vett tavolsaga (a 2. abra jeloléseivel). Legyen m az AD
és BC' egyenesek tavolsdga, ami nem méas, mint felezGpontjaik — 7, illetve R — tavolsaga. Mivel az AZ R héaromszog
derékszogii, igy Pitagorasz tételebsl m? = AR? — AZ?, és mivel AR = V/3/2, AZ = 1/2, ezért m = 1/v/2. Méasrészt
nyilvin m = p + a + p, tehat

a+2p=1/V2.

Ha a 2. 4bran meghosszabbitjuk az M N és OP egyeneseket az AB és AC szakaszokig, akkor a kapott VW szakasz
hosszara igaz a kovetkez6 ardnypar: VW : BC =p:m.De VIW =a, BC =1, m = 1/V?2, igy p = a/V2.
Ezt (2)-be beirva a + v2a = 1/V/2, igy a kocka éle ebben az esetben

azézl—ﬁzo,%%.

V2(1+v/2) 2

Mindezek szerint a két kocka élhossza kiilonboz6, vagyis a szabdlyos tetraéderbe két kiilonb6z6 élhosszisagi kocka
irhato.



