Helyezziink a sikra egy koordinata-rendszert tigy, hogy az adott parabola egyenlete y = =2 legyen. Ismeretes, hogy
ekkor a parabola minden eltoltjanak egyenlete felirhaté y = (x4 a)? + b alakban, illetve az el6z6 egyenlet minden valos
a, b esetén az adott parabola egy eltoltjanak az egyenlete. A parabola tengelyével — amely koordinata-rendszeriink y
tengelye — ezutan pontosan azok az egyenesek parhuzamosak, amelyek egyenlete x = c alaku, ahol ¢ tetsz6leges valos
szam. A bizonyitas soran t6bbszor fel fogjuk hasznélni az alabbi, ismert allitast :

(*) A parabolanak és a tengelyével parhuzamos tetsz6leges egyenesnek pontosan egy kézos pontja van.

Ezek utan ratériink a harom tulajdonsag bizonyitasara:

a) Valamivel tobbet bizonyitunk: a sik barmely két kiilonboz6 pontjahoz egyértelmien létezik olyan 0j egyenes,
amely a két ponton atmegy.

Legyen a két pont P(x1;y1) és Pa(z2; y2). Ha a rajtuk d&tmend (valodi) egyenes parhuzamos az y tengellyel, z1 = 2o,
akkor az x = x1 0j egyenes dtmegy a két ponton, mig mas z = ¢ (¢ # x1) egyenleti egyenesek nyilvan nem. Parabola
pedig nem mehet 4t a két ponton, mert akkor legalabb két kdzos pontja volna az x = ;1 egyenessel, ami ellentmond
(*)-nak.

Ha z; # x», akkor = ¢ egyenleti egyenes nyilvin nem mehet 4t a két ponton. Az y = (z + a)® + b egyenletid
parabola pedig pontosan akkor megy at a P, és P» pontokon, ha

y1 = (1 +a)*+b és
Yo = (x3 +a)* +b.

Az egyenletrendszert megoldva
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ami — z1 # zo miatt — azt jelenti, hogy egyértelmten létezik a két ponton atmend parabola.

b) Tegyiik fel, hogy a kiilonbozs ey és ey 1) egyeneseknek legalabb két kozos pontja van. Ha Q1 és Q2 két ilyen
pont, akkor ezeken e; és eq, tehat legalabb két 1j egyenes megy at, ami ellentmond a mar bizonyitott mddositott (a)
allitasnak. Két 1) egyenesnek tehat valéban legfeljebb egy kozos pontja van.

¢) Legyen el6szor az adott 4j egyenes a régi értelemben is egyenes. Ekkor (*) miatt ezt minden szoba jov6 parabola
metszi, viszont az adott ponton dtmend, vele paArhuzamos régi egyenes, ami egyuttal 4j egyenes is, nem. Ekkor tehat
igaz az Allitas.

Ha az adott 1j egyenes egy p parabola, amelynek egyenlete y = (x + a1)? + by, az adott pont pedig P(x1;%), akkor
azy = (x+a1)? +y1 — (z1 + a1)? egyenletii p’ parabola — a p megfelels y tengely iranyu eltoltja —nyilvan 4j egyenes,
dtmegy az adott ponton és nem metszi p-t. Mas parabola nem jé, mert a P ponton atmend p-vel parhuzamos tengelyd
parabolak egyenlete y = (z + a)2 +y1— (1 + a)2 alakban irhato fel, és ha a # a1, akkor ez a parabola az

(yl—(x1+a)2—b1 a+a <y1—(x1+a)2—b1 a1—a>2 )

és
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pontban metszi p-t, az eredeti parabolat. A (*) allitas miatt pedig az y- tengellyel parhuzamos régi, azaz 4j egyenesek
metszik a p parabolat. Az allitas tehat ebben az esetben is igaz.
Ezzel a feladatot megoldottuk.

Megjegyzés. Sok megold6 természetesnek vette a feladat (a) részénél, hogy egy parabolanak adott irdnyu és adott
hosszisaga harja egyértelmien létezik, illetve a (c¢) részénél, hogy ha két egy allast, egybevago parabola tengelye nem
kozos, akkor azok metszik egymast. Ezek az allitdsok — mint az bizonyitasunkbol is kideriil — igazak, de indoklas nélkiili
kozlésiiket nem fogadtuk el teljes megoldasnak.



