Az attekinthetGség kedvéért modositsuk ugy a jatékot, hogy a résztvevsk elstt kezdetben egy 39 kavicsbol allo
halom van, és ebbdl vesznek el felvaltva legalabb egyet és legfeljebb 6tot — illetve harmat — agy, hogy az éppen soron
kovetkezd jatékos nem vehet el ugyanannyit, mint ellenfele az el6zé lépésben. A jaték vesztese az, aki nem tud lépni.
Erre vagy tgy keriil sor, hogy tarsa elvette az utolsoé kavicsot (kavicsokat), vagy pedig ugy, hogy az 1 kavicsot vett
el, és a halomban is egyetlen kavics maradt. A most kovetkez§ jatékosnak ugyanis ekkor a feltétel szerint legalabb két
kavicsot kellene elvennie, amit nyilvan nem tehet meg. Ez a valtozat nyilvan ekvivalens a feladatbeli jatékkal.

Hivjuk n -jatéknak a fenti jatékot abban az esetben, ha kezdetben n darab kavicsbol all a halom, ezenkiviil adott
n esetén jelolje I és II a kezdd, illetve a masodik jatékost. A jaték els6 lépése utdn nyilvan egy ugyanilyen tipusi
n’-jatékhoz jutunk, csak I és II szerepe folcserélédik, masrészt a mostani kezdS — vagyis az eredeti II — szdmara egy
kezdési — valojaban folytatasi — lehetGséget a feltétel kizar.

A megoldast ezutan a kovetkezs altalanos észrevétel alapjan kaphatjuk meg. Egy adott n-jatékban akkor és csak
akkor nyer I, ha van olyan megengedett lépése, amellyel egy Il szdmara kedvezé n'-jatékot tud létrehozni, és akkor
nyer II, ha I barmely lépésével I szaméra kedvezs m/- jaték jon létre. Tekintsiik ezutan a jatékot az elsd esetben, azaz
amikor a mindenkori n 1 és 5 kozti értékekkel csokkenthetd.

A) Ha egy n’ jatékot Il nyer, akkor az n’ +1, n'+2, n’ +3, n’ +4, n’ +5 jatékokat I nyeri, ha rendre 1, 2, 3, 4, 5-
tel kezd, és ezutan II-nek az n'-beli nyerd stratégidja szerint jatszik. Ha nem volna az el6z6 1épés megismétlését tilto
korlatozas, akkor az n' + 6 jatékot ismét II nyerhetné meg, és igy az ilyen, 11 szdméra kedvezd jatékok 6-os periddussal
kovetkeznének. Most azonban lehetséges, hogy az (n' + 3)-jatékot I csak a 3 kezdéssel nyerheti meg, és ha ekkor az
(n' + 6) jatékbeli I is 3-mal kezd, akkor II szdméara ezutan nem lehetséges a nyerd folytatas, igy az (n’ + 6)-jatékot is
I nyeri. Ez a helyzet példaul a 6-jaték esetében, mert a 3-jatékot I csak a 3-mal kezdve nyerheti meg. (A 2-jatékban
a 2-n kivil 1-gyel is kezdhet.) Lathato, hogy épp a korlatozas teszi lehetdvé, hogy I idénként tobbféle kezdéssel is
megnyerhesse a jatékot.

Egy a II szamara kedvezs n’ jaték tehat kétféle lehet. Ha az (n’ + 3) jatékot I tobbféleképpen is megnyerheti —
tehat nem csak gy, ha 3-mal kezd —, akkor az (n’ + 6) jatékot II nyeri, hiszen ha I itt 3-mal kezd, akkor 11 valaszthat
ettdl kiildnbozs nyerd folytatast, més kezdésre pedig II megengedett modon léphet a szamara kedvezs n' jatékba.

Ez a helyzet példaul az n’ = 7 esetben. Ilyenkor ugyanis az n’ + 3 = 10-jatékban I nemcsak 3-mal, hanem 5-tel
kezdve is nyer, hiszen a létrejovs 5 jatékban most nem lehetséges az egyetlen nyeré folytatas, az 5. Hivjuk ilyenkor az
n' jatékot hatos jdatéknak.

Ha viszont az (n’ + 3) jatékban I csak a 3-mal kezdve nyerhet, akkor ugyanigy kezdve az (n’ + 6) jatékot is
megnyerheti, hisz II-nek ezutan csak veszt6 folytatasa van. Megmutatjuk, hogy ekkor viszont mindenképpen II nyeri
a kovetkezd, (n” + 7)-jatékot. Valoban, ha itt I az 1-gyel kezd, akkor II szamara megengedett a 3-as nyer6 folytatas,
1-nél nagyobb kezdésre pedig ezzel ellentétes paritasi, tehat mindenképpen kiilonbozé folytatassal léphet IT a szamara
kedvezd n' jatékba. Hivjuk ebben a méasodik esetben az n’ jatékot hetes jdatéknak. A 0 -jaték — amelyet nyilvan II nyer,
hisz I egyéltalan nem tud lépni — eszerint hetes.

A 1I szaméra kedvezé n’ jatékok tehéat hatos vagy hetes jatékok aszerint, hogy (n’ + 6) vagy pedig (n' +7) a
kovetkez6, 11 szamara kedvezd jaték.

Megmutatjuk, hogy a hetes és a hatos jatékok felviltva kovetik egymast. Ebbgl kovetkezik, hogy 39 = 3 - 13 a II
szamara kedvezd, azaz az els6 valtozatban Balazs lesz a gy&ztes — ha jol jatszik.

Lattuk, hogy egy n’ jaték akkor és csak akkor hetes, ha az (n’ + 3) jatékban I barmely 3-t6l kiilonbozs kezdéssel
veszit (3-mal kezdve természetesen nyer). Nos, ha 1-gyel vagy 2-vel kezd, akkor 2-vel, illetve 1-gyel folytatva II nyer,
hisz n’-be jutva ismét 6 a masodik. Ha pedig I a 4-gyel kezd, akkor (n’ — 1)-ben 3 vagy 5 nyerd folytatas — attol
fiiggSen, hogy hetes vagy pedig hatos-e az n'-t megel6z6, II szamara kedvezs jaték — , és most II szamara mindketts
megengedett.

Ez azt jelenti, hogy csak az 5-6s kezdést kell megvizsgalnunk, azaz n’ pontosan akkor hetes, ha 1 az (n'+3) -jdtékot
5-tel kezdve elveszti.

Tekintsiik az n’ el6tti, [T szamara kedvezs jatékot, amelyik tehat n’ — 6 vagy pedig n’ — 7. Ha I az (n’ + 3)-jatékban
5-tel kezd, akkor az els6 esetben II nyer, ha 4-gyel folytatja, hisz igy az (n’ + 3) — (5 +4) = n’ — 6 jatékba jut. Ekkor
tehat I valoban csak 3-mal kezdve nyer, azaz n’ hetes jaték, vagyis egy hatos jatékot valoban hetes jaték kovet.

Megforditva, ha az n’ el6tti I szamara kedvez6 jaték hetes, azaz n’ — 7, és I az (n' + 3)-jatékban 5-tel kezd, akkor a
kapott (n’ — 2)-jatékban most nem lehetséges az (n’ — 7)-be vivé 5-0s 1épés. 11 minden més lépésére viszont I szamara
megengedett az azt 5-re kiegészits folytatés, amellyel az (n’ — 7) jatékba jutva II-ként nyerni tud.

Ezzel azt is igazoltuk, hogy hetes jatékot hatos kovet, és igy a jaték elsd valtozatat teljes egészében jellemeztiik. I1
akkor és csak akkor nyerhet, ha n = 13k — 6 vagy n = 13k, ahol k = 1 egész, és a bizonyitasbol egy nyer6 stratégia is
kiolvashat6 a jatékosok szamaéra, ennek végiggondolasat azonban az olvaséra hagyjuk.

B) Hasonloan vizsgalhaté a masodik eset, tehéat amikor 1 és 3 kozé es6 szamokkal csokkenthetd az 6sszeg. Konnyen
lathaté, hogy az n = 1,2, 3 esetben I, mig n = 4-re II nyer. Most nem 1ép fel a periédus el6bbi ,.elcsiiszésa’, hiszen a
2-jatékot I kétféleképpen, 2-vel és 1-gyel kezdve is megnyerheti. Altaldban is ez a helyzet, korabbi szohasznalatunkkal
élve minden a II szdméra kedvez6 jaték ,,négyes”. Ezt teljes indukcidval bizonyitjuk.

Ha n’ = 0 — ez nyilvan II szaméara kedvezd, hisz I nem tud lépni —, akkor a fentiek szerint az allitds igaz. Ha
most a II szaméara kedvezs n' jatéknal kisebb jatékokra az allitas igaz, akkor a megel6zd, 11 szaméara kedvezd jaték az
(n' —4). Az €l6z6 esethez hasonloan az (n’ + 4) jatékban akkor nyerhet 11, ha az (n’ + 2)- jatékban I nyers kezdése



nem egyértelmi, a 2-n kiviil 1-gyel kezdve is nyerni tud. Ez pedig abbol kovetkezik, hogy az (n' + 1)-jatékot I csak az

1 kezdéssel nyerheti meg, hiszen akar 2-vel, akar pedig 3-mal kezd, az ezt 5-re kiegészitd folytatassal II az indukcids

feltevés szerint szdméra kedvezd (n' — 4)-jatékba keriil. Ezzel belattuk, hogy ha (n’ — 4) négyes jaték, akkor n’ is az.
A masodik esetben tehat az n = 4k alaka jatékokban nyerhet II, igy ilyenkor Anna nyeri a jatékot.



