A feladat allitdsa csak a kovetkezs modositott formaban igaz: Az Ay, As, As, Ay pontok pontosan akkor vannak
egy kéron vagy egyenesen, ha a By, Ba, Bs, By pontok egy kéron vagy egyenesen vannak (1. abra). Ezt a modositott
allitast bizonyitjuk.
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1. dbra

A megoldés soran ,,sz0gon” mindig elGjeles szoget értiink. A PQ R< legyen pozitiv, ha a PQ R haromszoget pozitiv
iranyban koriiljarva, a csicsok sorrendje P, (), R; ha pedig a cstucsok sorrendje P, R, @, akkor a PQR< legyen
negativ (2. abra).
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2. dbra

Ha a P, @, R pontok egy egyenesen vannak, akkor a PQR< legyen 0. Ennek a jelolésnek a segitségével egyszertien
kifejezhetjiik azt, hogy a P, @, R, S pontok mikor vannak egy koron vagy egyenesen. Felhasznalva, hogy egy négy-
sz0g pontosan akkor hdrnégyszog, ha egyik oldala a méasik két csiicsbél ugyanolyan elGjeles szogben latszik, vagy ha
szemkozti elGjeles szogeinek kiilonbsége £180° (3. dbra), kapjuk hogy:

AP, Q, R, S pontok pontosan akkor vannak eqy kérén vagy egyenesen, ha

(1) PQR< — PSR< = k - 180°,

ahol k egész szdm.
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3a) dbra
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3b) dbra

A bizonyitas soran az elGjeles szogeknek két tovabbi nyilvanval6 tulajdonsagat is fel fogjuk hasznalni:

(2) PQR< = —RQP«,
(3) PQR<+ RQS< = PQRS<«.

A fenti el6késziiletek utan allitdsunk bizonyitasa szamolasséa egyszeriisodik. Mivel az A;, As, B, Bs pontok mind-
egyike rajta van a masodik koron, ezért van olyan ko egész szam, amelyre (4. abra):

(4) A1 AsBy<t — A1 B Bo<t = ko - 180°.
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4. dbra

Ugyanigy kapjuk, hogy vannak olyan ks, k4, k1 egészek, amelyekre:

(5) By Ay As<t — Bo B3 A<t = k3 - 1800,
(6) A3A4By<t — A3B3By<t = ky - 1800,
(7) ByA4A 1< — ByB1 A<t = ky - 180°.

Adjuk Ossze a (4)—(7) egyenleteket, majd a bal oldalt (2) és (3) felhasznalasaval alakitsuk &at!

(A1 A2 Bo<t 4 Bo A3 A3<) + (A3 A4 By<t + B4 AL A1 <) —
—(B4B1A1<<+ A1 B1Ba<t) — (B2 B3 A<t + A3B3By<) =
= (A1 A2A3<q — A1 Ay A3<) + (B2B1By<t — Ba B3 By <) =

= (k1 + ko + k3 + ka) - 180°.



Az egyenletnek ebbdl az alakjabol az (1) allitast felhasznélva kozvetleniil adodik a bizonyitando allitas.

Megjegyzések. 1. Az elGjeles szogekkel valoé szamolas azért volt célszerd, mert igy elkeriiltiik a bonyolult esetszét-
valasztast.

2. Nagyon sok megold6 elkovette azt a hibat, hogy csak a 4. a&bran lathato esetben bizonyitotta az allitast.

3. A feladatban szereplg allitast Miquel-tételnek nevezik (lasd pl. Molndr Emil: Matematikai versenyfeladatok
gyljteménye 1947-70. cimid kényvének 566. oldalan).

4. Feladatunk eredményét, valamint a sztereografikus projekcio tulajdonséagait (lasd pl. Reiman Istvdn: A geometria
és hatarteriiletei c. konyvének 362. oldalat) felhasznalva egyszertien bizonyithato a kévetkezs térgeometriai allitas :

Legyenek az A, B, C, D, A/, B/, Cl, D olyan pontok egy géombon, hogy az ABCD, ABA'B , BCB/C/, CDC/D/,
DAD' A pontnégyesel,{ egysik}’lak, azaz a felsorolt 5 pontnégyes egy-egy, az adott géombre illeszked6 kéron van. Ekkor
az a négy pout (A, B, C , D), amelyeken a fenti 6t kor koziil csak ketts- ketts halad at, szintén egy koron van, azaz
egysikua (5. abra).
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5. dbra

Az allitas masképpen azt mondja, hogy ha olyan, adott gdmbbe irt hatlapt konvex testet akarunk épiteni, amelynek
lapjai négyszogek, akkor amennyiben a test 6t lapjat agy vessziik f6l, hogy a csicsok a gomb felszinére illeszkednek,
az ot lap altal hatarolt térrész (,,a nyitott doboz") egy siknégyszoggel lezarhato (6. dbra).
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6. dbra

A gbmb egy tetsz6leges pontjat valasztva a projekci6é polusanak, a bizonyitando6 allités éppen feladatunk allitasa
lesz.



