I. megoldas. Ha minden egyes kupacban 2 kavics van, akkor a feladat allitadsa nyilvanvalo, hisz 25-25 kupacot
egy-egy csoportba gytdjtve mindkét csoportban 50 kavics lesz.

Ha a kupacok kozott vannak kiilonb6z6 elemszamuak, akkor jelolje aq, as . . ., asg az egyes kupacokban levs kavicsok
szamat, és tegyiik fel, hogy példaul a; # as.

Tekintsiik ezutan az alabbi 51 darab szamot:

ay, az, a1 +az, a1 +az+as, ..., ay+azx+ ... +aso.-

A fenti 51 szam kozott feltétleniil van ketts, by és ba, amelyek ugyanazt a maradékot adjak 50-nel osztva. Mivel a
felsorolt szamok kiilonbozék (a1 # as és a; > 0), tovabba mindegyikiik 1 és 100 kozott van, ez csak ugy lehetséges,
ha | by — bz |= 50. Ez a két szadm igy nem az a1 és az ag, hisz az a;-k kozott nincs 50-nél nagyobb. A felsorolt 51
szam kozil viszont barmely tovabbi kettének a kiilonbsége kiilonbo6z6 a;-k 6sszege. Ha pedig ilyen szamok 6sszege 50,
akkor a megfelel§ kupacokat egybegytijtve a kapott csoportra — és igy a kimaradokbol Gsszegyijtott masikra — teljesiil
a feladat allitasa.

II. megoldas. A feladat szoros rokonsagban van a 2518. feladattal (a megoldast lasd az ez évi januéri szam 5-6.
oldalan). Ha az egyes kupacoknak egy-egy mérssulyt feleltetiink meg, amelyek tomege a kupacokban lévé kavicsok
szama grammokban mérve, akkor a 2518. feladat szerint 50 helyett 51 stlyra igaz az allitas, s6t az ott megadott
eljaras — a sulyokat csokkend sorrendben helyezziik el egy két kart mérleg egy-egy serpeny@jébe, egyensuly esetén a
bal oldaliba, egyébként pedig a konnyebbikbe téve a soron kovetkezst — elG is allitja az Osszesen 100 grammnyi tomeg
két egyenld részre torténd felosztasat.

Megmutatjuk, hogy ezzel a ,kiegyensulyozd” eljarassal még 50 darab sily esetén is egyensilyban lesz a mérleg a
végén, ami bizonyitja a kivant felosztas létezését. A bizonyitas soran foltehetd, hogy a stulyok nem mind egyenlék —
egyébként az allitas nyilvanvalé.

A megoldas annak idején azon mulott, hogy 51 sily esetén az 1 grammosnél nagyobb tomegi sulyok felrakasa utan
a serpeny6k kozti kiilonbség nem haladta meg az 1 grammos stlyok egyiittes tomegét. Hivjuk ezt a tényt ,,1-grammos
feltételnek”. A 2518. feladat megoldasaban lattuk, hogy ha ez teljesiil, akkor a ,kiegyensilyozo” eljaras végén a mérleg
egyensilyban lesz. Megmutatjuk, hogy most is teljesiil az 1 grammos feltétel.

Jelolje ismét M a szereplé tomegek maximuméat, dy az 1, ds pedig a 2 gramm tomegt stulyok szaméat. Mivel a
stlyok nem mind egyenlk, M > 2 és d; > 0 (d2 = 0 lehetséges), igy 50 — 1 — d; darab legalabb 2 gramm tomegi stly
van. A tomegek Gsszegére igy kapjuk, hogy

(1) 100 2 M +dy +2(49 — dy),
ahonnan

di+22M
adodik.

Ha dy > 0, azaz a stlyok kozott van 2 grammos, akkor di + 2 < dy 4 2ds, azaz az 1 és 2 grammos sulyok egyiittes
tomege legalabb akkora, mint a szerepld tomegek maximuma. Mivel a kiegyensilyozo eljarast kovetve a serpenydk
eltérése sosem lehet M-nél nagyobb, do > 0 esetén teljesiil az 1 grammos feltétel ,,2 grammos” valtozata, azaz a
2 grammnél nehezebb stlyok folrakiasa utan a serpenySk E eltérése legfeljebb annyi, mint a fol nem rakott sulyok
egylittes tomege, di + 2ds. Megmutatjuk, hogy ekkor fennall az 1-grammos feltétel is.

Valoban, ha az E eltérés nagyobb, mint 2ds, akkor ezutén az eljaras szerint valamennyi 2 grammos sily a konnyebbik
serpenySbe keriil, és ekkor a serpeny6k kozti eltérés nem nagyobb, mint d;. Ha pedig £ nem nagyobb mint 2d,, akkor
az eljaras szerint elhelyezve a 2 grammos silyokat, a serpenyGk eltérése 0, 1 vagy 2 lesz. Az elsé két esetben dy > 0
miatt ismét igaz az 1 grammos feltétel, ha pedig éppen 2 az eltérés, akkor mivel a mérlegen levd stlyok egyiittes
tomege paros, d; is az (a stulyok 6sszege 100 volt) és igy di > 0 miatt d; = 2. da > 0 esetben tehat valoban teljesiil az
1 grammos feltétel.

Ha dy = 0, azaz nincsen 2 grammos suly, akkor (1) igaz marad, ha jobb oldalan a 2-es szorzot 3-mal helyettesitjiik
(ekkor minden 1 grammnél nehezebb sily legalabb 3 grammos), ahonnan rendezés utan kapjuk, hogy

(2) 2dy > M + 47.

Ha itt most M < dy, akkor nyilvan igaz az 1 grammos feltétel. Ha M > dy, akkor (2)-b6l dy > 47, azaz M 2 49, ami
M £ 50 és dy = 0 mellett csak ugy lehet, ha 48 darab 1 grammos, egy 3 grammos és egy 49 grammos stlyunk van,
ekkor pedig lathato, hogy teljesiil az 1 grammos feltétel.

Belattuk tehat, hogy minden esetben teljesiil az 1 grammos feltétel és ez azt jelenti, hogy a kiegyensilyozo eljaras
végén a mérleg egyensulyban lesz, a keresett felosztas tehat valoban létezik.

Megjegyzések. 1. A masodik megoldas nyilvan nem vetekszik az els6 elegancidjaval. Gondolatmenetének némi mo-
dositasaval azonban a kittizottnél lényegesen erGsebb allitas igazolhato: ha 35 darab sily mindegyikének tomege egész
szam, a sulyok egyike sem nehezebb 50 grammnél, egyiittes tomegiik pedig 100 gramm, akkor a silyok két egyenld
tomegti csoportra oszthatok. (Az els6 megoldas modszerével reménytelennek tiinik ennek az allitasnak a bizonyitasa.)



Ez az als6 korlat a stulyok szaméra méar éles. Ha 34 saly koziil 33 darab 3 grammos, a 34-edik pedig 1 grammos,
akkor barhogyan osztjuk két csoportba a stlyokat, az egyik tomeg oszthaté lesz 3-mal, a masik pedig nem, igy nem
lehetnek egyenlsk.

2. Az mar 50-nél kevesebb stlyra nem igaz, hogy a kiegyensulyoz6 eljaras mindig elGallit egy keresett felosztast. Ha
példaul 49 sily koziil ketts 3 grammos, 47 pedig 2 grammos, akkor az eljaras végén az egyik serpenyében 51, a mésikban
pedig 49 gramm lesz a sulyok egyiittes tomege, holott egyenls felosztas nyilvan létezik (2-3 +22-2 = 25-2 = 50).



