I. megoldas. Jelolje a megadott szamok halmazat A. Mivel a szamok kiilonbozdek, ezért koziiliik legalabb kettd
paratlan. Ha b a legnagyobb A-beli paratlan szam, akkor tekintsiik a b — b; kiilonbségeket, ahol b; -k a tovabbi A-beli
paratlan szamok. Ezek a kiilonbségek kiilonb6z6 pozitiv paros szamok. Ha hozzajuk vessziik az A-beli paros szamokat
is, akkor 51 darab pozitiv paros szamunk van, amelyek egyike sem nagyobb 100-nal. A kapott 51 darab paros szam
kozott tehat egyenlSknek is kell lenniiik, hiszen 6sszesen 50 darab 100-n4l nem nagyobb pozitiv paros szam van.

Van tehat olyan paros, A-beli a szadm, amelyre a = b — b; valamelyik A-beli paratlan b; szdmra. Ez a hdrom szam
nyilvan kiilonbo6z6, igy valoban talaltunk egy kivant szamharmast.

Megjegyzés. Az allitas éles, abban az értelemben, hogy 52 helyett 51 szamra mar nem feltétleniil létezik megfelelé
szamharmas. Ha ugyanis az 51 szam a kovetkezs: 50, 51, ..., 100, akkor koziiliikk barmely kettének az 6sszege nagyobb,
mint 100.

Masrészrol viszont a fenti bizonyitds érvényes marad, ha az 52 szamrdl csak annyit tudunk, hogy egyikiik sem
nagyobb, mint 101, hisz 101-nél nem nagyobb paros szam is 50 darab van. Ugyanezzel a gondolatmenettel altaldban
is megmutathato, hogy ha n = 3 és n darab kiilonb6z6 pozitiv egész szam egyike sem nagyobb, mint 2n — 3, akkor
létezik a megfelel§ szamharmas. Ez az allitas mar éles, tehat 2m — 3 -nal nagyobb szammal nem igaz.

m
II. megoldas. Megmutatjuk, hogy ha m = 3 adott pozitiv egész, akkor [5} + 2 darab m-nél nem nagyobb pozitiv

egész koziil kivalaszthato harom dgy, hogy koziiliik kettének az 0sszege egyenlé a harmadikkal. Ez m = 100 esetben
épp a bizonyitando allitas.

Jelolje {%} + 2 értékét k és legyen az adott k darab szdm nagysag szerint a; < ag - -- < ai. Megmutatjuk, hogy a
szamok legnagyobbika, aj elGall két masik megadott szam Osszegeként.
Az els6 megoldas gondolatmenetéhez hasonléan most a

B={ax—a1, ax—az, ..., ax —ag—1} ésa C={a1, a2, ..., ax—1}

halmazokat kell vizsgalnunk. Most azonban vigyaznunk kell: a két halmaz kozos elemére fennallhat ay — a; = a;
vagyis a harom szam nem kiilonb6z6. Ha azonban a két halmaznak egynél tobb k6zos eleme van, akkor mivel ay = 2a;
legfeljebb egy i-re teljesiilhet, valamelyik k6zos elem biztosan megoldast ad.

Mivel a B és a C elemei 1 és m — 1 kozotti szdmok, a B U C halmaz legfeljebb m — 1 elemd. Ismeretes, hogy

|BUC |=|B|+[C|-[BNC],
ahonnan
m—12 2(k—-1)—|BnNC|, hisz |B|=|C|=k—1.

Rendezés utan kapjuk, hogy
|BNC |22k—m—1,

vagyis

*) |BﬁC|§2{%}—m+3_

Mivel a () jobb oldalan 4ll6 mennyiség a szoba jovs m-ekre legalabb 2, a két halmaznak legalabb két kozos eleme
van. Ebbdl pedig, mint lattuk, kovetkezik a bizonyitandé allitas.

Megjegyzés. A két megoldasban két, egymassal szoros kapcsolatban 4ll6 mennyiséget hataroztunk meg. Az elsG
megoldas szerint, ha adott n = 3 esetén a(n) jeloli azt a mazimdlis értéket, amelyre igaz, hogy n darab a(n)-nél nem
nagyobb kiilonb6z8 pozitiv egész koziil mindig kivalaszthatd megfelels szamharmas, akkor a(n) = 2n — 3.

A masodik megoldasban a fenti kérdés megforditasaként azt lattuk be, hogy ha adott m = 3 esetén S(m) jeloli
azt a minimdlis értéket, amelyre igaz, hogy 5(m) darab m-nél nem nagyobb kiilonb6z6 szambol mindig kivalaszthato

m m
megfelel§ szamharmas, akkor 8(m) = {5] + 2. (Tulajdonképpen csak S(m) < {5} + 2-t lattunk, de kisebb szamokra

nyilvanvaléan létezik ellenpélda.)
Erdekességkeént megemlitjiik még, hogy varakozasunknak megfelelGen 3 (a(n)) = n minden n = 3-ra igaz, de paros
m-re o(B(m)) =m+ 1.



