Osszuk el az egyenlGség mindkét oldalat (v 30 — v/18) -cal, majd gyoktelenitsiik a kapott tort nevezgjét:

12 ~12(v/30 + V18)
V30—v18  30-18

3va+ Vb=

ahonnan
(2) 3va+ Vb =30 +V18 =3v2 4+ V30
adodik.

Belatjuk, hogy ha a és b pozitiv egészek, akkor (2) csak ugy teljesiilhet, ha a két oldalon szerepls Gsszegek tagonként
egyenldk, azaz a = 2 és b = 30. Emeljiik négyzetre (2) mindkét oldalat. Mivel (2)-ben mindkét oldal pozitiv, a kapott
Osszefiiggés ekvivalens az eredetivel.

9a + b+ 6V ab = 48 + 6V/60,

ahonnan kapjuk, hogy

3) w:\/a—_\@,

A feltétel szerint a bal oldalon egész szamok hanyadosa all, igy Vab — v/60 racionalis szam. Ha nem nulla, akkor

ab — 60
——— = Vab+ V60
vab — /60

szintén racionalis, és igy 2v/60 = (Vab + v/60) — (Vab — V60) is az. Ez viszont nem igaz, hiszen ismeretes, hogy a
pozitiv egész szamok koziil pontosan a négyzetszamok négyzetgyokei racionalisak, a 60 pedig nem négyzetszam.
Azt kaptuk tehét, hogy Vab — V60 = 0, ahonnan egyrészt
ab = 60, méasrészt (3) szerint
9a+b—48 = 0.
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Az egyenletrendszer megoldasai 3 18 | és (2, 30). Mivel csak az utoébbi megoldas all egész szamokbol, ezért

valoban a = 2 és b = 30, ahogyan Allitottuk.

Megjegyzés. A megoldas soran hivatkoztunk arra, hogy ha egy m pozitiv egész nem négyzetszam, akkor +/m irracionélis.
Ezt a V2 irracionalis voltanak ismert bizonyitasadhoz hasonlé gondolatmenettel lathatjuk be.

Ha \/m racionélis, akkor felirhatjuk relativ prim egész szdmok p/q hanyadosaként. Négyzetre emelve és ¢* -tel szorozva
kapjuk, hogy p? = m - ¢°. Innen egyrészt m | p2, masrészt mivel a szamelmélet alaptétele szerint p?-nek és ¢>-nek sincs l-nél
nagyobb kozos osztdja, p” valamennyi primtényezGje m felbontasaban szerepel, vagyis P | m. A két oszthatosagot egybevetve
valdban m = p”, azaz m egy egész szam négyzete.

A fenti bizonyitas nyilvan nemcsak négyzetgyokvonasra mondhatoé el, dltalaban is igaz tehat, hogy egy természetes szam
n-edik gytke vagy egész — és igy maga a szadm n-edik hatvany — vagy pedig irracionalis.



