I. megoldas. Az (a) és a (b) tulajdonsag szerint f(2n) = f(2) - f(n) = 2- f(n), minden n pozitiv egészre. Innen
n=1re f(2-1) =2 f(1), ahonnan f(2) =2 miatt f(1) = 1.

A Kkitevére vonatkozo teljes indukcioval megmutatjuk, hogy ha n kettShatvany, akkor f(n) = n. A fentiek szerint
az allitas 0, illetve 1 kitevével igaz. Tegyiik fel, hogy k-nél kisebb kitev§ji kettGhatvanyokra igaz az allitas, ahol k > 1.
Ekkor f(2F) = f(2-2%"1) = £(2)- f(2¥71), ami az indukcios feltevés szerint 2 -2~ = 2% tehat az allitas k-ra is igaz.

Tekintsiik most a 2 két szomszédos hatvanyat és a kozéjiik es6 egészeket:

2k <ok 1 <2b 42« . <2 g0k 1 =2k 1 <okt

A monotonitas miatt a megfelels fiiggvényértékekre teljesiil, hogy
(x) 28 =f2") < fRPH 1) < f2F+2) < ... < FRFFL = 1) < f(2FFY) = 2871 Az utobbi egyenlStlenséglanchan
2F — 1 darab kiilonb6z6 egész szamot soroltunk fel nagysag szerint novekvs sorrendben 2% és 281 kozott. Mivel pedig
ilyen egész szam éppen 2% — 1 darab van, ez csak ugy lehetséges, ha a (%) egyenl6tlenségben éppen a 2% &5 a 281 koze
es6 egészeket soroltuk fel, vagyis f(28 4+ j) =2F +j, ha 1 < j < 2%,

Abbol, hogy a kapott eredmény minden pozitiv egész k-ra igaz, a bizonyitandé allitast kapjuk.

II. megoldas. Ha belattuk, hogy f(2k) = 2% akkor maésképpen is befejezhetjiik a bizonyitast. A monotonitas
miatt ugyanis f(m+k) > f(m), azaz f(m+1) = f(m)+ 1. Innen egyrészt f(m+k) = f(m)+ k, masrészt f(m) = m.

Megmutatjuk, hogy f(n) > n semmilyen n-re nem igaz.

Tegyiik fol ennek az ellenkezéjét. Ha f(n) > n valamilyen n-re, akkor n > 1, és igy 2" > n. Igy

=12 =f(n+2"-n)=2 f(n)+2" —n>n+2" —n=2"

ez pedig lehetetlen.

ITI. megoldas. Az allitast n-re vonatkozo teljes indukcioval latjuk be. Az els6 megoldas szerint f(1) = 1. Legyen
most n > 1, és tegyiik fel, hogy n-nél kisebb sziamokra az allitas igaz.

Ha n péaros, azaz n = 2j, akkor j < n miatt f(j) = j, masrészt f(n) = f(25) = f(2)- f() =2 -7 =n.

Ha n paratlan, azaz n = 2j + 1, akkor tovabbra is j < n, és n > 1 miatt j + 1 < n is igaz. Igy

2j = f(2)) < f2j+1) < f(2j+2) = f2(+1)) =2f(j+1) =25 +2.

Azt kapjuk, hogy 25 < f(25 +1) < 2j + 2, és mivel f(2j + 1) egész, f(25 + 1) = 2j + 1 lehet csak. Az allitas tehat
n-re is igaz.
Ezzel a bizonyitast befejeztiik.



