I. megoldas. Készitsiik el az f(z) = {2}? és a g(x) = {2?} fiiggvények grafikonjanak egy-egy részét. Az f fiiggvény
periodikus, legkisebb periddusa 1, a gorbe dgai pedig a normal parabola ivének eltoltjai (1. abra).
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1. dbra

A g grafikonjat tugy kaphatjuk, hogy az x tengellyel parhuzamosan, egységenként haladva mintegy "folszeleteljik"
az ¢ — x° fiiggveny grafikonjat és a félig nyilt gorbedarabokat az y tengellyel parhuzamosan eltoljuk tugy, hogy
kezd6pontjuk az x tengelyre essék (2. abra).
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2. dbra

Tekintsiik most a két grafikont az f egy periodusén, a [k, k+1) intervallumon, ahol k 2 1 egész. Itt a g grafikonjanak
pontosan annyi dga halad, ahany egész szam van az x — 2 értékkészletében, ha z a [k, k+ 1) intervallumon valtozik.
Mivel ez a fiiggvény szigortian monoton néve, az agak szama (k + 1)* — k? (3. abra).
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3. dbra

Lathato, hogy a legutolso kivételével minden egyes ilyen 4g metszi az f grafikonjat, mégpedig pontosan egyszer. (A
legels6 agnak éppen az x tengelyre es6 kezdGpontja kozos az f grafikonjaval.) Ez azt jelenti, hogy az (1) egyenletnek
(k +1)% — k* — 1 megoldasa van a [k, k + 1) intervallumban.

Ennek megfeleléen az [k, k + 1) intervallumban a gyokok szama,

99

ST ((k+1)" — k2 - 1).

k=1

Az bsszegben a négyzetszamok az els6 és az utolso kivételével valtakozo elGjellel kétszer szerepelnek, igy a fenti 6sszeg
1002 — 12 — 99 = 9900. Mivel ezeken kiviil még 2 = 100 is megoldas, igy az egyenletnek 9901 megoldésa van az [1, 100]
intervallumban.

Megjegyzés. A fenti megoldéasban ezt irtuk: , lathato, hogy” a g grafikonjanak agai egy pontban metszik az f grafikon-
jat. Nos, valoban tettiink engedményeket a szemléletesség érdekében, de a grafikonokat az x — x? fiiggvény képébsl
szarmaztattuk, amelynek tulajdonsagai jol ismertek. Amit a megoldésbol ezutan hidnyolhatunk, az az, hogy nem
mondtuk ki pontosan, hogy melyek azok a tulajdonsigai a méasodfoku fiiggvénynek, amelyekre valéban hivatkoznunk
kell.
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4. dbra

Nos, aganként legalabb egy kozos pont létezése valoban nyilvanvald, és az, hogy tobb nincsen, kovetkezik abbol,
hogy mindkét gorberészlet parabolava egészithet ki, amelyek az 2 — 22 grafikonjanak eltoltjai; egyikiik az =, masikuk
pedig az y tengellyel parhuzamosan (4. abra). Ha pedig két egy allasu egybevagd parabolanak egynél t6bb kozos pontja
van, akkor a két gorbe azonos.

Aki még ezt az egy, a metszéspont létezését megerdsits ,nyilvanvald”™-t is sokallja — igaza van —, annak szaméra
felirjuk azt az egyenletet, amely a kiegészitett paraboldk metszéspontjinak x koordinatajara teljesiil.

Az f grafikonjanak k-adik ive az y = (z — k)?, a g grafikonjanak a [k, k + 1) intervallumbeli i-edik ive pedig az
y = x? — (k* + 1) egyenletti parabolavéa egészithets ki. A gorbék metszés pontjanak = koordinatajara igy (x — k)2 =

i
x2—(k2+i),azaz:tzk—i—%teljesiil,i=0, 1, ..., 2k.

Ezek a gyokok a legutolso kivételével valoban a [k, k+ 1) intervallumba esnek, igy az eredeti egyenletnek pontosan
2k, azaz ((k 4+ 1)> — k* — 1) megoldésa van a [k, k + 1) intervallumban. Ezzel az (1) megoldasait is megkaptuk, bar
ez nem volt feladatunk.

II. megoldas. Legyen most is k = 1 egész, és vizsgaljuk (1) megoldasait a [k, k+ 1) intervallumban. Ha k < x <
k + 1, akkor legyen « = k + «; ekkor nyilvan o = {«}. Behelyettesitve (1)-be kapjuk, hogy

(2) o® = {(k+a)?} = {k* + 2ka + o*}.



Itt a bal oldalon 0 < o? < 1 miatt a® = {a?}. Marmost két szam tortrésze pontosan akkor egyenls, ha a két szam
kiilonbsége egész. Igy kapjuk, hogy (k% 4+ 2ka + o?) — a? = k* + 2ka egész, azaz k egész volta miatt 2k is egész. Ha
tehat k& = 1, akkor k + o pontosan azokra a 0 < o < 1 szamokra lesz (1) megoldésa, amelyekre 2k« egész szam. Mivel
ilyen egész szdm pontosan 2k darab van, a 0, 1, 2, ..., 2k — 1, ezért az egyenletnek pontosan 2k megoldasa van a

[k, k+ 1) intervallumban.
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Igy (1)-nek dsszesen 1 + ZQk = 9901 gydke van az [1, 100] intervallumban (hisz = 100 is megoldas).
k=1

Megjegyzés. Az (1) egyenletnek az [1; N| intervallumban nyilvan N? — N + 1 gydke van, ha N egész. Ha pedig (1)
helyett az {z}" = {2"} egyenlet megoldasainak a szamat keressiik, akkor az els6 megoldas gondolatmenetével kapjuk,
hogy az [1; N] intervallumban a gyokok szama
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1+ ) (k+1)"—k"—1)=N"—=N+1.
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