I. megoldas. Az egyenlet bal oldalan felismerhet (z — y) négyzete. Igy kapjuk, hogy
o® = 2xy + 2% — 4y’ = (z — y)* +y* (1 — 4y) =0,
vagy rendezés utan

(1) (z—y)? =y (4y — 1).

Ha y = 0, akkor (1) jobb oldalan nulla all, igy = = 0. Megmutatjuk, hogy az egyenletnek nincs mas megoldasa.

Ha y # 0, akkor mivel y egész szam, 4y — 1 sem nulla, igy (1) szerint a jobb oldalon allé szorzat, y2(4y —1) egy
egész szam négyzete és nem nulla. A szorzat egyik tényezdje, y? maga is négyzetszam, a szorzat tehat csak ugy lehet
négyzetszam, ha a masodik tényezs, 4y — 1 = 4(y — 1) + 3 is az. Ez viszont lehetetlen, hiszen a négyzetszamok 0 vagy
1 maradékot adnak 4-gyel osztva.

Az egyenlet egyetlen megoldasa tehat z =y = 0.

II. megoldas. Az egyenletbdl kapjuk, hogy

(2.2) z? = 2zy — 2y + 433, masrészt

(2.b) 2y = 2xy — 2% + 49°.

(2. a)-bol latszik, hogy z paros, igy (2. b) jobb oldalan 4-gyel oszthaté szam all. Igy y? is paros, és ezért 4-gyel is
oszthato. Ismét (2. a)-bol ezutan mar 8|:1c2 kiovetkezik, ami csak tgy lehet, ha 4|z. A gondolatmenet folytathato, és
kapjuk, hogy mind z, mind pedig y oszthat6é a 2 tetszéleges pozitiv egész kitevsji hatvanyaval, ami csak tugy lehet,
ha z és y is nulla.

A fenti okoskodas csupan vazlat. A mondott "folytathatosagot" egy valodi bizonyitdsban nem csak jelezni kell,
hisz ez a megoldas kulcsa. Igazolasa teljes indukciéval torténhet; ezt most nem részletezziik, ehelyett egy — latszolag —
maésik utat valasztunk.

Ha z és y valamelyike nem nulla, akkor jelolje d azt a legnagyobb kitevst, amelyre 2%-nel mind z, mind pedig
y oszthato. Ekkor (2. a) szerint 22 oszthato 224t 1-nel, és mivel négyzetszam felbontdsdban minden primszam paros
kitevén fordul els, 22 oszthato 22¢+2-nal is,  tehat oszthato 29+ -nel.

Ezt folhasznélva (2. b)-b6l kapjuk, hogy 2y oszthat6 2292-nal, azaz y* oszthato 224+ -nel. Ez viszont ellentmondas,
hisz feltevésiink szerint 2¢ volt a legnagyobb olyan 2-hatvany, amellyel z és y is oszthato.

A talalt ellentmondasbol kovetkezik, hogy x és y kouzil egyik sem lehet nullatol killonboz6. A (0, 0) szampar
lathatoan megoldas, igy a feladatot megoldottuk.

Megjegyzések. 1. Mindkét megoldés felhasznalta azt a szamelmélet alaptételének nevezett allitast, amely szerint a
pozitiv egész szadmok egyértelmien irhatok fel primszamok szorzataként.

2. A méasodik megoldasban azt lattuk be, hogy ha x és y oszthatok 29.nel, akkor 29t -nel is oszthatok. Mivel pedig
20 = 1-gyel minden egész szam oszthato, ez valojaban éppen az emlitett teljes indukcios bizonyitas.



