I. megoldas. Feltehetjiik, hogy a pontok a félkoérén az A, C, M, D, B sorrendben kovetik egymast. Megallapitjuk,
hogy M minden megengedett helyzetében S és T a CD szakasz bels6 vagy hatarpontjai (ha M egybeesik C-vel vagy
D-vel), és hogy e pontok sorrendje C, S, T és D.
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1. dbra

Vetitsiik a C'D egyenesre merdlegesen az A és B pontokat, a talppontok legyenek Aj, illetve B;. Mivel ACD< >
ACB< = 90°, azért Ay a CD szakasz C-n tuli meghosszabbitasaba esik, s hasonléan B; ugyanennek a D-n tuli
meghosszabbitasara.

Allitjuk, hogy az A;S és T'B; szakaszok hosszanak szorzata nem fiigg az M pont helyzetétsl. Valoban, AA,S és
BB, T derékszogt haromszogek, és S-nél, illetve T-nél levs szogeik megegyeznek az ST M M-ben derékszogi haromszog
egy-egy hegyesszogével. Igy

A1 SA4=MST<=90°— MTS<1=90° — ByTB<« = TBB;<, azaz AA1S és T'B1 B hasonl6 haromszogek:

AA, 7B

A1S BBy’

ahonnan A5 -TB; = AA; - BBy, valoban fliggetlen M helyzetétsl. A szamtani és mértani kozepek kozti egyenlét-
lenséghdl

(1) ST = AlBl — (Als + TBl) < AlBl — 24/ AlS -ThHBy, = AlBl -2 AAl -BB;.

Ezek szerint az ST szakasz hossza legfeljebb A1 B; — 24/ AA; - BBy, és ennyi is csak akkor lehet, ha A;S = T'By =

v AA, - BB;.

Eddig az ST szakasz hosszara kaptunk egy fels6 becslést: tudjuk, hogy ez M helyzetétsl fiiggetleniil legfeljebb
A1 By —2+/AA; - BB,y. Nekiink azonban ez nem elég: meg kell mutatni, hogy M-nek van olyan My helyzete, amelyhez
tartozd SoTy szakasz hossza éppen ez az érték, és végiil meg is kell szerkeszteniink az dsszes ilyen My pontot.
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2. abra

Ez utoébbi feladat az egyszertbb. Lattuk, hogy SoTo csak akkor érheti el az (1)-beli fels6 hatart, ha A4S, =
ToB1 = \/AA; - BBy. Az AA,, BB szakaszokat ismerjiik, igy mértani kozepiiket konnyen szerkeszthetjiik példaul a
magassagtétel segitségével (2. abra). A \/AA; - BBy szakaszt A;-t6l B felé, valamint By-t6l A; felé felmérve kapjuk
az Sp, To pontokat; az ASy és BT, egyenesek metszéspontja adja ki My-t (3. dbra). Ha tehat van a C'D korivnek
egyaltalan olyan pontja, amire ST az (1) szerinti maximaélis értéket felveszi, csak ez az My pont lehet.
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3. dbra

A feladat megoldasdhoz igy elegend6 megmutatnunk, hogy az igy megszerkesztett My valoban pontja a C'D korivnek
— ami egyuttal azt is adja, hogy az (1) szerinti maximumot az ST szakasz fel is veszi, és egyediil az My pontban.

Ez utobbi allitas igazolasat azzal kezdjiik, hogy megmutatjuk: az Sy, Tp pontok A;, So, Ty, B1 sorrendben helyez-
kednek el az A; By egyenesen. Ehhez elegendd latni, hogy 415y = ToB1 = /AA; - BBy < A1B1/2.

A CD iven tetszbleges M pontot felvéve a hozza tartozd S, T pontokra T'By < S By, igy

A1S—|— SBl . AlBl

\AA, - BB, = \/A,S -TB, < \/A,5-SB, < 5 ==

a szamtani és mértani kozép kozti egyenlStlenség miatt. Az egyenlGtlenséglancolat elsé és utolso tagja adja a kivant
egyenl6tlenséget.

Az ASy és BT egyenesek tehat metszik egymast, mégpedig az A1 By egyenesnek A-val, B-vel ellentétes partjan.
Igy abbol, hogy AMyB< = 90° méar kovetkezik, hogy My a CD kériv pontja. El6szor is, AA; Sy és TyB1 B hasonld
derékszogii haromszogek, hiszen AA, : A\ Sy = TyB; : B, B. Igy

90° = A1 So A< + BTy B = MySoTo< + MyTpSo<.

Az MySyTy haromszog harmadik szoge valoban 90°, az My pontja a CD korivnek. A megszerkesztends pont tehét
My, és ezt meg is szerkesztettiik.



Megjegyzés. A feladatnak megoldasanal alapvets fontossagu az a gyakran ,elfelejtett” rész, hogy a szerkesztés helyes-
ségét is igazolni kell. Abbol ugyanis, hogy az ST szakasz hosszara (1)-ben egy fels6 korlatot talaltunk, és megmondjuk,
hogyan szerkessziik meg azt a pontot, amire ST ezt fel tudja venni, még nem kovetkezik, hogy a feladatot megoldottuk:
mi biztositja, hogy szerkesztésiink valéban ad pontot, és rdadasul az a CD ivre is esik? Azt hogy valdéban ez a helyzet,
kiilon igazolnunk kell, jelen esetben ez egyéltalan nem nyilvinvald!

II. megoldas. Huzzunk A-n keresztiil parhuzamost C D-vel, messe ez a félkért masodszor E-ben (4. abra). Tekint-
siik az AE egyenesnek azt a T” pontjat, amelyre az ASTT' négyszog paralelogramma.
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4. dbra
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5. dbra

Mivel AT' = ST, CD||AE, ezért T’ belss pontja az AE szakasznak. Az AEB< = T'EB< derékszdg, tehat AT’
és igy ST annél nagyobb, minél révidebb BT’. Mivel T'T és AS parhuzamos, T'TB< = AM B< = 90°. Legyen BT’
felez6pontja K, erre BT' = 2BK = 2 - KT. Ha parhuzamost hizunk az AB atméré F felez6pontjan at AE-vel, K
rajta lesz ezen az e egyenesen, és KT nem kisebb, mint e és az AE egyenes d tavolsaga. Ha tehat tudunk olyan M
pontot szerkeszteni, amelyhez tartozé T’ pontra BT’ = 2d, akkor erre az M pontra lesz az ST szakasz maximalis.
Ennek szerkesztése a kovetkezSképp torténhet. B kozépponti, 2d sugard kort hizunk, ez az AFE szakaszt pontosan
egyszer metszi. Ugyanis BE az e és AE tavolsaganak kétszerese, ami kisebb e és C'D tavolsdganak kétszeresénél, 2d-
nél, kovetkezésképp a kornek van metszéspontja az AE egyenessel. Masrészt 2d kisebb a kor &tmérgjénél, BE | AFE),
igy a kor és az AE egyenes egyik metszéspontja az AE szakaszon van, a masik a szakasz F-n tuli meghosszabbitasan.
Legyen ez a metszéspont 7”. A BT’ mint atmérd folé rajzolt kor éppen érinti a CD egyenest, hiszen kozéppontja d
tavolsdgra van a C'D egyenest6l, és d ennek a kornek a sugara. Legyen az érintési pont T'. Messe BT egyenes az AB
folotti felkort méasodszor M-ben. BTT < = 90° és AMB< = 90°, a két szog egy széra kozos, tehat AM és TT'
parhuzamos. Ebbdl kovetkezik, hogy M csak a C'D koriven és T csak a C'D szakaszon lehet.

Allitjuk, hogy M éppen a keresett pont, ami most mar nyilvanvalé: AM és C'D metszéspontjat S-sel jelolve a
szerkesztett ASTT’ négyszdg paralelogramma, tehat M-hez éppen olyan 1" tartozik, amelyre BT’ = 2d.



