I. megoldas. A tér egy tetszGlegesen valasztott O pontjabol a csicsokba, illetve a harmadolé pontokba mutatd
vektorokat jeloljiik a megfelels kisbettvel.

Ekkor pl.
p:a—l—%(b—a) = §a+%b,
és hasonloképpen
q= ;b + %c,
r= %c + %d,
s = ;d + %a.

Az egyenletrendszerbdl atalakitasok utan a kovetkezd Osszefiiggések adjék a csicsokba mutatd vektorokat:
1
a= B(Sp—4q+2r—s),
1
b= B(Sq—4r+2s—p),

1
c= 3(81'—45—|—2p—q),
1

5(85—4p—|—2q—r).

Ezek a kifejezések egyértelmiiek, tehat P, @), R és S minden elhelyezkedése egyértelmtien hatarozza meg a keresett
A, B, C, D pontnégyest. Az megtdrténhet, hogy a négy pont egy sikban van, a tetraéder elfajuld, mégpedig abban az
esetben, ha maguk a P, @), R és S pontok is egy sikban vannak.

II. megoldas. A megoldasban egy szerkesztési eljarast mutatunk be. Fektessiink a tetraéder minden élén at a
szemkozti éllel parhuzamos sikot. Ez a hat, paronként parhuzamos sik egy paralelepipedont alkot (AD*BC* A*DB*(C),
melyben a tetraéder élei az oldallapok atloi. (L. az abra bal oldalan.)
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Tekintsiik a paralelepipedon AD* élét harmadolo, AC*C A* lappal parhuzamos két sikot. Vilagos, hogy P és R az
A-hoz kozelebbi Hy, @ és S pedig az A-t6l tavolabbi Hs sikra illeszkednek.

A paralelepipedont e két sik egybevago paralelogrammakban metszi. Ha most a H; sikot a paralelepipedon AD*
élével parhuzamosan a Hj sikra vetitjiik, akkor az R és a P pontok R* és P* vetiiletei, valamint az S és a (Q pontok egy
M paralelogramma — a Hs sikmetszete — keriiletén helyezkednek el, és M oldalait egyez6 koriiljaras szerint harmadoljak.
Igy maguk is egy paralelogramma csticsai ( 1. az dbra jobb oldalan). Ez azt jelenti, hogy az el6bbi vetités soran a PR
szakasz K felez6pontja a Q.S szakasz K, felez6pontjaba keriil, a K K5 irdany tehat parhuzamos a vetités irdnyaval, az
AD~ éllel, hossza pedig AD*/3.

Megszerkesztve tehat az SQ-ra illeszkedd, P R-rel parhuzamos Hs sikot, R* és P* az R és P pontok Ki K5 iranyu
vetiilete lesz ezen a sikon. Az SR*QP”* paralelogrammat tehat meg tudjuk szerkeszteni, és ha P, @, R és S nincsenek
egy sikban, akkor az igy szerkesztett SR*QP* négyszog valoban paralelogramma is lesz. (Eppen a PQRS tetraéder
koré épithets paralelepipedon egy lapja.)

Most mar elegends az M paralelogrammét megszerkeszteniink. M ugyanis egybevigo a paralelepipedon AA*CC*
allasu lapjaval, az AD* él hosszat és iranyat pedig ismerjiik. Igy a paralelepipedon és ezzel egyiitt az ABC'D tetraéder
is megszerkeszthet6.

Legyen T a P*R* szakasz R*-hoz kozelebb es6 harmadolé pontja. Ekkor az ST egyenes nyilvan parhuzamos M-
nek az R*-on, illetve a P*-on athaladé oldalaival. Ezeket az oldalegyeneseket tehat megszerkeszthetjiik, és hasonléan
kapjuk a mésik két oldalegyenest, és igy végiil magat az M paralelogrammat. A leirt szerkesztés mindig elvégezhetd,
amennyiben P, @, R és S nem esnek egy sikba, azaz ha a tetraéder nem fajul el.

Megjegyzések. 1. A P kozéppontu (—2)-szeres nagyitas az A-t a B-be viszi, hasonléan a @ kozépponta (—2)-szeres
nagyitas a B-t a C-be, az R kiozépponti (—2)-szeres nagyitas a C-t a D-be, végiil az S kdzéppontt (—2)-szeres nagyitas
a D-t ismét az A-ba viszi. Ismeretes, hogy kozéppontos hasonlosagok egymasutanja ismét kézéppontos hasonlosag,
amennyiben az aranyok szorzata nem 1, ami itt teljesiil. A fentiekbdl viszont az kovetkezik, hogy az eredd kozéppontos
hasonlésag soran az A pont képe 6nmaga, vagyis A a hasonldsag kézéppontja, s mint ilyen, egyértelmiien meghatarozott.
Hasonl6 gondolatmenettel ugyanezt kapjuk a B, a C' és a D csdcsokra is.

2. Lathato, hogy a megadott harmadolopontok mindig meghatarozzék az A, B, C, D pontokat, akar sikbeli, akar
pedig térbeli elrendezésbdl indulunk ki. Bar a masodik megoldas a sikbeli esetet nem adja ki, a feladat kérdésére adott
valasza teljesnek tekinthetd.



