
Jelöljük a trapéz 
sú
sait A, B, C, D-vel úgy, hogy AB||CD és AB ≥ CD. Az A 
sú
s elhagyása után maradt

BCD háromszög magasságpontját jelölje A
′

, a B elhagyásával kapott ACD háromszög magasságpontját B
′

, és így

tovább. Azt kell tehát igazolnunk, hogy A
′

B
′

C
′

D
′

négyszög trapéz.

El®ször azt az esetet vizsgáljuk, mikor AB > CD. Legyen az AD,BC egyenesek metszéspontja E. Az ABE

és DCE háromszögek hasonlóak. Jelölje M1 az AD
′

és BC
′

egyenesek metszéspontját, M2 pedig a CB
′

és DA
′

egyenesekét, AD
′

⊥BE, valamint BC
′

⊥AE miatt M1 az ABE háromszög magasságpontja, hasonlóan M2 a CDE

háromszög magasságpontja. Az M1, M2 és E pontok tehát egy egyenesen vannak és ez az egyenes mer®leges AB-

re. Ugyan
sak mer®legesek AB-re az AB
′

, C
′

D, CD
′

és A
′

B egyenesek is, mert vagy egy AB vagy egy CD alapú

háromszög magasságvonalai. Így ezek az egyenesek párhuzamosak egymással. Párhuzamosak egymással a BM1 és

CM2, valamint az AM1 és DM2 egyenesek: az els® kett® az AD, a második kett® pedig a BC egyenesre mer®leges (1.

ábra).
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Messe a BM1 magasságvonal az AB
′

-t C
′′

-ben. Az M1M2B
′

C
′′

négyszög szemben fekv® oldalai az el®z®ek alapján

párhuzamosak egymással, ez a négyszög tehát paralelogramma. Hasonlóan kapjuk, hogy M1M2A
′

D
′′

is paralelog-

ramma, ahol D
′′

az AM1, valamint A
′

B metszéspontja. Következésképpen B
′

C
′′

és A
′

D
′′

párhuzamos és egymással

egyenl® szakaszok (mindketten párhuzamosak és egyenl®k M1M2-nel), tehát A
′

B
′

C
′′

D
′′

is paralelogramma � spe
iá-

lisan A
′

B
′

||C
′′

D
′′

.

Tudjuk, hogy az EM1, DC
′

és AC
′′

egyenesek párhuzamosak. Így az M1 középpontú, λ =

ED

EA
arányú nagyításban

C
′

képe C
′′

lesz. Hasonlóan, az M1 középpontú, λ
′

=

EC

EB
arányú nagyításban D

′

képe D
′′

lesz. Az AEB és DEC

háromszögek hasonlók, tehát

M1C
′

M1C
′′
=

ED

EA
=

EC

EB
=

M1D
′

M1D
′′
.

Az els® és utolsó tagot összevetve láthatjuk, hogy azok éppen az M1C
′

D
′

és M1C
′′

D
′′

háromszögek hasonlóságát

mondják ki, ezért C
′

D
′

||C
′′

D
′′

.

Az el®bb viszont láttuk, hogy A
′

B
′

||C
′′

D
′′

, amib®l következik, hogy C
′

D
′

||A
′

B
′

, azaz a négyszög trapéz.
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Végül ha AB = CD, akkor a trapéz paralelogramma (2. ábra). A paralelogramma középpontosan szimmetrikus

az átlóinak metszéspontjára. Ebb®l következik, hogy az A
′

, B
′

, C
′

, D
′

magasságpontok ugyan
sak szimmetrikusan

helyezkednek el az átlók metszéspontjára, de akkor ezek is paralelogrammát határoznak meg. Ezzel az állítást igazoltuk.
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